Geometrie: |. Vorkenntnisse —Ubunger AG, SWA

Ubung 1: —
Konstruiere ein Dreieck mit Hilfe folgender Angab@&@rundseitec = 10 /;f' \

cm, Hoheh = 4 cm, Winkely = 60°. Ist die Konstruktion eindeutig? Ka / / A\

man das Dreick auch noch konstruieren, wenn die Hohe 11 crnagen / \ \
soll? Fur welche Hohe ware df@nstruktion eindeutic / /o .

\/ / \\ /'f
Ubung2: /

A / _—/B
Es seiABC ein gleichseitiges Dreieck urk sein Umkreis. Der Punkd _—

liege aufk zwischemA undB. Man zeige DA+ DB = DC. ° zu Ubung 2

Ubung 3:

Zeige, dass in einem regelmafigen Neuneck die lerifede Lange der
langsten und der kirzesten Diagonalen gerade die &t des Net- a b
ecks ist! M :

Ubung 4:
Beweise auf geometrische Art und Weise die Ungleigt

%E@a+b)2\/a_. zu Ubung 4

Ubung 5: \\
Die folgende Konstruktion nennt me,Spiegelung am ~ >\
Kreis":
Seik ein Kreis mit dem Radiur um den MittelpunkiM.
Dann ist das ,Bild“A” eines PunkteA unter dieser Spie- —
gdung der Punkt, der auf der VerbindungsgerAM liegt ~-

und fur dessen Abstan&M vom Kreismittelpunkt gilt: ~/////[|1\\\\
AM [AM = r2, kL e
Das Bild einer Kurve erhalt man, indem man jedenkPder Kuve am Kreis spiege

Zeige, dass das Bild eins Kreises, der aul3erhalliXdesek liegt, wieder ein Kreis is

Ubung 6:
Wie kann man von einem Punkidie Tangentean einen gegebenen Kreis konstruie

Ubung7:

Zwei PunkteA undB liegen im Innern eines Kreisk. Man finde ein rechtwinkliges Dreieck, s-
sen Eckpunkte alf liegen, so dasA undB auf den Katheten dieses Drels lieger Ist die Kon-
struktion eindeutig? Ist es immer moglich, ein solchesieck zu finden?

Ubung 8:
Gegeben sind die drei Punk&eB und C auf einem Kreis. Gesucht ist ein vierter PuD auf die-
sem Kreis, so dass das sich &gede Vierec ABCDeinen Inkreis hat.

Ubung 9:
Zeige, dass das bei einer Kreisspiegelunctehende Bild einer Geradedie volstandig auf3erhalb
des Kreise& verlauft, ein Kreis ist, der durch dMittelpunktM vonk geht!



Geometrie: |. Vorkenntnisse — Satze AG, SWA

Satz 1: Umfangswinkelsatz (oder Peripheriewinkelsatz)

Im Kreis mit dem Mittelpunkt M gilt: Ist 3 der Mittelpunktswinkel CIAMB ber dem Bo-
gen AB, so ist jeder Umfangswinkel tiber AB (auf derselben Seite von AB wie M)
halb so groR® wie 3. Flr a = JACB gilt also 3 = 2a.

Die GrofRe aller Umfangswinkel & Uber AB (auf der anderen Seite von AB wie M)
betragt: = 180° - a.

Satz 2: Umkehrung des Umfangswinkelsatzes

Alle Punkte, von denen aus eine bestimmte Strecke AB unter einem Winkel a erscheint, liegen auf einem
Kreis.

Satz 3: Sehnen-Tangenten-Winkel-Satz (Bild rechts)
Ist ¢ die Tangente an den Kreis k im Punkt A, so ist der Winkel, den ¢ mit der

Strecke AB bildet, gleich dem Umfangswinkel Gber dem Bogen AB.

Satz 4:

Sei ky der Kreis iber AB zu dem Umfangswinkel a. Dann liegt P innerhalb
des Kreises, wenn TAPB > a ist und auRerhalb des Kreises wennJAPB < a
ist.

Satz 5: Sehnen-Satz A ¢

Die beiden Sehnen AB und CD schneiden sich innerhalb des Kreises im Punkt S. 3
Dann ist das Produkt der Sehnenabschnitte fur beide Sehnen gleich grof: B

_— —— — — D

SALSB=SCLSD.

Satz 6: Sekanten-Satz

Die beiden Sekanten AB und CD schneiden sich auRerhalb des Kreises im Punkt
S. Dann ist das Produkt der Sekantenabschnitte flr beide Sekanten gleich grofR:

SALSB=SCLSD.

Satz 7: Sekanten-Tangenten-Satz (Bild rechts)
Eine Sekante AB und eine Tangente an den Kreispunkt T schneiden sich

aulerhalb des Kreises im Punkt S. Dann gilt: ST =SA[SB.

Satz 8: Satz des Thales
Ist o der Umfangswinkel tber einem Durchmesser, so ist a ein rechter Win-
kel.

Satz 10: Sehnenviereck
Ein Viereck ist genau dann ein Sehnenviereck (d.h. es besitzt genau dann einen Umkreis), wenn die Summen
der gegenuberliegenden Winkel 180° betragen, d.h. a +y=[3 + &= 180°.

Satz 11: Tangentenviereck
Bei einem konvexen Viereck handelt es sich genau dann um ein Tangentenviereck (d.h. es besitzt genau
dann einen Inkreis), wenn die Summen der gegenuberliegenden Seiten gleich grol sind, d.h.a+c=b +d.



@ @J Geometrie: Il. Kreise — Satze AG, SWA

Satz 1:
In jedem Dreieck schneiden die Mittelsenkrechten die Winkelhalbierenden der ihnen ge-
genuberliegenden Winkel auf dem Umkreis.

Satz 2: G
Spiegelt man den Hohenschnittpunkt an einer Dreiecksseite, so erhalt man einen !
Punkt auf dem Umkreis.
A \ B
G

Satz 3:

Die Produkte der beiden Abschnitte, in welche jede Hohenlinie eines Dreiecks
durch den Hohenschnittpunkt eines Dreiecks geteilt wird, sind bei allen drei
Hohen desselben Dreiecks gleich groR.

Satz 4: Simson-Gerade

Es sei P ein von den Ecken A, B und C verschiedener Punkt auf dem Umkreis
des Dreiecks ABC. Die FuRRpunkte der Lote von P auf die Seiten a, b und ¢ seien
A", B und C".

Dann liegen die Punkte A", B"und C” auf einer gemeinsamen Geraden, der sog.
Simson-(Wallace-)Gerade.

Satz b:
Die Diagonalen AC und BD des Sehnenvierecks ABCD modgen sich im Mittelpunkt

M einer Sehne XY schneiden. Bezeichnet man die Schnittpunkte der Seiten AB,

CD mit der Sehne XY als R, T, so wird M auch der Mittelpunkt der Strecke RT
sein.

Satz 6:

Bezeichnet man den Mittelpunkt des Umkreises eines Dreiecks mit O, seinen Radius
mit R, ferner das Zentrum seines Inkreises mit /, dessen Radius mit r, so besteht der
Zusammenhang:

O =RI{R-2r)




GJ Geometrie: |l. Kreise — Ubungen AG, SWA
\r e

Ubung 1:
Bestimme die Winkelsumma + 3 in der links ab-
gebildeten Figul

Ubung 2:
In derrechtenFigur gilt: ‘A_E‘ :‘ﬁ unda = 20°.
Zu Ubung 1 Der PunkiD liegt auf EC. Berechng undy!
Ubung 3:

Zwei Kreisek; und k, schneiden sich iIP und Q. Eine Gerade
durchP mogek,; undk, wiederum inA undB schneiden. Der Mit- 4

telpunkt der StreckeAB heiReX. Die Gerade durcl) und X
schneidek; in Y undk; in Z.

Beweise, dasX auch der Mittelpunkt vo YZ sein wird.

Ubung 4: .
Seienk; undk, zwei Kreise, die sich iP undQ schneiden. Diejenige a
gemeinsame Tangente vinundk,, die naher af® liegt, berthrek,
in A undk; in B. Die Tangente ak; durchP treffek, in C (verschie-
den vonP) und die Verlangerung vcAP treffe BCin R.

Beweise, dass der Umkreis des DreiePQR die GeraderBP und
BRberuhrt.

Ubung 5: PN
Sei AB ein Durchmesser eines Kreises O. Die SehneCD

treffe AB in M. Der vonO verschiedene Durchschnittspunkt
der Umkreise der Dreieck&OC, BOD heil3eK.

Beweise, dass der WinkléOKM ein rechter ist. [

Ubung 6:

Ein Kreis mit MittelpunktO geht durch die Eckpunk
A undC eines Dreieck&BCund schneidet die Streck
AB und BC ein weiteres Mal in den verschieder
PunktenK undN. Die Umkreise der DreieckABC und
KBN schneiden sich in genau zwei verschiede
PunktenB undM.

Beweise, dass der WinkelBMQ ein rechter ist.




@ @J Geometrie: lll. Strecken — Satze AG, SWA

Satz 1:
Multipliziert man den vierfachen Umkreisradius eines Dreiecks mit seiner Flache, so
erhalt man das Produkt der drei Seitenlangen: 4RF = abc.

Satz 2: Flachenformel des Heron
Der Flacheninhalt eines beliebigen Dreiecks betragt: F = \/s {s-a)s-b){s-c).

Satz 3:
In jedem Dreieck gilt: 2r< R.

Lemma:
Die Winkelhalbierende teilt die gegenuberliegende Seite im Verhaltnis
der anliegenden Seiten, d.h. es gilt: BW: WC = AB : AC.
Dies gilt auch flr die Winkelhalbierende eines Auflenwinkels (s.u.).
A

W B c

Satz 4: Kreis des Apollonios
Es sei C ein innerer Punkt der Strecke AB; der X
Punkt D aber liege zwar auf der Geraden AB,
jedoch nicht zwischen A und B.

Wenn es sich nun ergibt, dass AC : CB = AD : DB,
dann ist der geometrische Ort aller Punkte X mit

AX: XB=AC: CB der Kreis mit Durchmesser CD. A ' B D
Satz 5: Parallelogrammformel D _ BY
Im Parallelogramm ist die Summe der Quadrate Uber den vier Seiten ya T e

genauso groR wie die Summe der Quadrate ber den Diagonalen.

Satz 6: Satz des Ptolemaios
Im Sehnenviereck ist die Summe der Produkte gegeniberliegenden Seiten so grof
wie das Produkt der Diagnoalen: ac +bd = ef .

Satz 7: Satz des Brahmagupta
Im Sehnenviereck gilt: F = \/(s-a) {s-b)[{s-c)s-d).

Satz 8: Satz von Carnot

(1) Ist O der Umkreismittelpunkt und K, L, M die Seitenmitten im spitzwinkligen Drei-
eck ABC, so gilt: KO+LO+MO=R+r.

(2) Ist das Dreieck ABC bei C rechtwinklig, so fallen M und O zusammen und es gilt:
KO+LO=R+r.

(3) Ist das Dreieck ABC bei C stumpfwinklig, so gilt: KO+LO-MO=R+r.




Geometrie: Ill. Strecken — Ubungen AG, SWA

Ubung 1:

Der Abstand des Eckpunktédszu den auf den SeiteAB, AC lie-
gerden Inkreisberihrpunkten betris—a.

Der Flacheninhalt des Dreiecks ist das Produktdens Irkreisra-
dius und dem halben Umfanig=r-s.

Ubung 2:

Der Ankreis der SeitBC bertuhrt diese Seite in-
nem PunktV, dervon ihrem Mittelpunkt gnauso-
weit absteht wie der Inkrédagrihrpuikt X.

Ferner berlhrt er die beiden anderen SeAB,
AC in zwei Punktend, W, die vonA beide die
Entfernungs haben. s T 2

Fur den Radius geltedie GleichungerF = (s—a)-raund 6—b)-(s—C) =r-ra.

Ubung 3: E
Es seiABCD ein beliebiges Viereck und mit seinen Eckpunt D f///ﬂ\ )
A, B, C werde das ParallelogramABCE konstruiert; sodann /”// f//(
ubessteigt die Summe der Quadrate Uber den Seiten whenfe //g/*’/
der Quadrate Uber den DiagonalenDEZ2, es gilt also: oM
AB2+ BC?+ CD?+ DA= AC+ BD+ DE
L"Jbung 4. PR B
WennM, N die Mittelpunkte der DiagonaleAC, BD eines A
beliebigen Viereck&BCDsind, dann gil o N\
AB?+ BC?+ CD*+ DR= AC+ BD+ 40MNe [ T/

(-'_r
Ubung 5:

Der PunktP liege auf der SeitBC des DreieckABC und zur Abklrzung sem = BP, n = PC,
p = AP. Dann gilt:bbm+ ccn= df pp- mh (Stewart-Formel).

Ubung 6:
Beweise, dass im Sehnenviereck (a-d+|b-d=20e- {.



@ @J Geometrie: IV. Menelaos und Ceva -Satze AG, SWA

Satz 1: Satz von Menelaos

Schneidet eine Gerade die (eventuell verlanger-
ten) Seiten AB, BC, CA eines Dreiecks ABC in
den Punkten C’, A", B', so gilt:

AB LA BC _
BC AB CA

Satz 2: Satz von Ceva
Es sei P ein Punkt im Innern oder auch aufierhalb des Dreiecks ABC; AP treffe BC
in X und analog seien Y, Z die Schnittpunkte von BP, CP mit CA, AB; alsdann
wird:

AZ BX OV _

— +1.
ZB XC YA

Satz 3: Satz von Gergonne

Berihrt der Inkreis des Dreiecks ABC die Seiten BC, CA, AB in den
Punkten X, Y, Z, so schneiden sich AX, BY, CZ in einem Punkt (dem sog.
Gergonne-Punkt).

Satz 4: Satz von Pappos M
Sind auf zwei beliebigen Geraden jeweils drei Punkte gewanhlt,
sagen wir auf der einen A, B, C und auf der anderen D, E, F, so
liegen der Schnittpunkt X von AE mit BD, der Schnittpunkt Y von
AF mit CD und der Schnittpunkt Z von BF mit CE auf einer ge-
meinsamen Geraden.

Satz 5: Satz von Pascal QZT : 4 X
Die drei Schnittpunkte gegenuberliegender Seiten eines N /
Sehnensechsecks liegen — unabhéangig davon, ob es \“‘“mk%m / Il-‘f-‘-i/ /

uberschlagen oder konvex ist — auf einer gemeinsamen
Geraden.




Geometrie 1V. Menelaos und Ceva -Ubunger AG, SWA

Orientierte Strecken:
Als orientierte Strecke odérektor verstehen wir eine Strecke

D C
mit einer vorgegebenen Richtung, d.h. es gilt numt
BA = -AB (oder formal korrektBA=— AB).
() In einem Parallelogramm gilt dann z.AB+ CD = 0. y
B

(2) Liegen die Punktd@, B undC auf einer Geraden, so giltunabhangig davon, welcher davon

-0 0 S

mittlere ist — stetsAB + BC= AC. A B ¢ 4 C B C A B
Dies ermdglicht Aussagamabhangiivon der Lage der Punkte.
Teilverhaltnisse:
Liegt ein beweglicher Punkt auf der GeradeAB, so gilt fur die Teilverhaltniss
—1<%<0 fur A zwischenX undB X A B
0< AX <+oo fir X zwischenA undB —o0 < AX < -1 fur B zwischerA und X

XB XB
Ubung 1: A
In welchem Verhaltnis teilt der Inkreismittelpurl die Innenwinkelhalbie-
rendeAK des Dreiecké&BC? L

C K B

Ubung 2:

Es seiG der Stiwerpunkt des DreieckABC undM der Mittelpunkt
von BC. Die PunkteX undY werden so uf AB, AC bestimmt, dasX,
G, Y auf einer gemeinsamen, BC parallelen Geraden liegen. De
Schnittpunkt vorXC mit GB heiReQ, der vonYB mit GC heil3eP.
Beweise, dass die Dreieck#”Q, ABC ahnlich sind.

Ubung 3:

Im Innern eines Dreieck8BC ist ein PunktP gewahlt. Die Strahle@P,

BP, CP schneiden die Begrenzung des Dreiecks in den PuA", B", C".
AP BP CP

Setztmanu=—, v=—, w=——, so gilt: 2+u+ v+ w= uvw
PA PB PC

Ubung 4:

Ein Kreis berthre die SeitdBR, RAdes Dreieck®A\BRin den Punk-
tenC, D und schneiddB in K undL. Es seM der Schnittpunkt von
RL mit CD undP der Schnittpunkt voAC mit BD.

Beweise, dask, P undM kollinear sind




