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(i) Motivation:

x + 5 =3 hatirN keine L6sung => Erweiterung zZu=> x = -2

3x = 2 hat inZ keine Lésung => Erweiterung £y => x =2/

x2 = 2 hat inQ keine Lésung => Erweiterung RI1=> x = +/2

x2 + 1 = 0 hat inR keine Lésung => Erweiterung 20 (Menge der

R

komplexen Zahler) => x = # miti2 := —1 (oderi =/-1

p n ( ) NP
Imaginére Einheit:
Die Zahl i mit 7 = -1 heilt imaginare Einheit (Euler 1777).
Folgerungen:
ir0=0i=0 i +0 =i =1
i2=-1 i3=i2j =4 i‘=i2j2=+1 i°=i == (H"i'=1""=i"furr=0,1,2,3
Beispiele:

(3i)2=-9 @*=16 “i=-4 [C16 =4 iB34=i48*2-j2= 1

(i) Komplexe Zahlen:

Komplexe Zahl:

Die Zahl z = a+ bi heilt komplexe Zahl mit dem Realfeil a = Re(z) und dem Imaginérteil b = Im(z).

Der Betrag einer komplexen Zahl berechnet sich durch: |4 =| a+ b| =/ &+ I3

Die Zahl Z = a- bi nenntman konjugiert komplexe Zahl der Zahl z= a+ bimit |Z| =|3.

Beispiel:
z=3+4=>7Z=3-4mit|z]=5 z2=-4-12>7 =4+ 12mit |z] = 4/10

Beachte:

a = 0 <=> rein imaginare Zahl; b = 0 <=> reelle Zah
z1=2<=>a=gundh = b!

z=Z <=>Db=0!

(2)=2
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Komplexe Zahle SWA

(Seite 2)
(iii) Rechnen mit komplexen Zahlen:
Beispiele:
9O+2A)+(7+4)=16+6 9+i2-(7+4)=55+50 5+ 12 - (5-12)=169
o _ 2\ 4- e B .
(2+37=_5+12 3-2 _(3-2)[4-8) _12-15-B+ W02 2 23 2 23
4+5 (4+5)[ 4 5) 16- 25 2 41 41 41

Rechenregeln:
Addition / Subtraktion: (a+bi) £ (c+di)=(axc)+ (bxd)i
Multiplikation: (a + bi) - (¢ + di) = (ac - bd) + (ad + bc)-i, da # = -1.
a+bi _ (a+bi)ffc—di) _ (ac+bd)+ (bc—ad) D _actbd  bc-ad

Division: =
Ivision ctdi (C+dl)|:qc_d/) c2+ (2 c2+ 2 2+ g2

Potenzieren: (a + bi)? = (a? — b?) + 2ab-i (hdhere Potenzen: Pascalsches Dreieck!).

Folgerungen:
U+v=T+V undulv=Tul¥.
z[z= 2, d.h.|4 =+/z00z => 4. Binomische Formel": (a +ip- (a — ) = a2 + b2

i =is=4, denniiTt =1 =i*=ii3 Z == T e = T g

Wurzeln:

Die Wurzel aus der komplexen Zahl z2 = a+ bi ergibt sich aus:

2 2 — ." 2 </ —
Zl,zzi[w/ e +2b P2 igY a2+2b2 a} fir b> 0; zg,4=i[,/—a +2b2+a-iq/—a2+2b2 a} fur b<0

(da x und y verschiedene Vorzeichen haben missdrixbBevegen 2xy = b).

Herleitung:

Gesuchtist Zahl z=x Hiynit (x + yi)2=a + b, also (x3—y?) + 2xy=a + b.

2 _\2 = 4 _ vy \f =
Xy <> X' =2x2y2+ y =
Ax2y2=1D

2Xy =
X2_y2:a ‘

X2+ y2:,[a2+ b2

(Xz_ yz) 2= g2
4Xzy2: b2

=> <=>

<=>

x2—y2:a x2—y2=a
<=> <=>
x*+2xey2+ = @+ (@ +y?)2= a2+

s XZ_\/a2+b2+ a, yz_\/a2+ F- a
2 2

© 2008-2011 Thomas Wilhelm Schwarzer, Ernst-Lud®drule Bad Nauheim



# 5.%1‘ Komplexe Zahle SWA

(iv) Die Gaulsche Zahlenebene (komplexe Ebene): - y
Komplexe Ebene: ,Gaullsche Zahlenebene* r :
Die 1. Achse entspricht dem Realteil, die 2. Actleen = ! _
Imaginarteil, d.h.x = Re(z), y = Im(2). Jeder komplexené % _______ L[fz=3a
Zahl z = a +bentspricht somit der der Punkt P(alb). j' ___ 1 i
Die rein imaginaren Zahlen liegen auf der y-Achgie, ; ; _3 TR 1 s % — 5
reellen auf der x-Achse. Eine komplexe Zahl liggtsx- ' i o l
achsensymmetrisch zu ihrer konjugiert komplexerl.Zah J'L ? __*_""4'

N U IS N N ,j
Problem: .

Komplexe Zahlen lassen sich nicht der Grol3e nagheor (d.h. ,,z< z" ergibt keinen Sinn!).
Stattdessen verwendet man oftmals Betmag einer komplexen Zahl, der ihrétbstand vom Ursprung

angibt. Zahlen mit demselben Betrag liegen aufreikeeis um den Ursprung.

(v) Vektoren: Polarkoordinaten:

— (a
Vektoren: Die Zahl z = a + bi lasst sich auch als Ortsvektor darstellen, d.h. Z= 0OZ= (bJ )

Vorteil: Die Addition/Subtraktion lasst sich durch Vektorkicht ausfihren (man addiert/subtrahiert

stets gleichartige Komponenten).

Weitere Darstellung eines Punktes: oy
Den im Bild dargestellten Punkt A(3]4) kann manhabeschreiben durch: '

|4=+/33+42und ¢ = tan‘l[is‘] =~ 51,13.
D.h. jede komplexe Zahl lasst sich nun aucRdalarkoordinaterdarstellen, es gilt 1} (;\ |
folglich: A(3]4) <=> A[5|51,19]. _ / A

27 /'/ i —‘-Y =

Auch die Grundrechenarten lassen sich mit Poladinaten leicht darstellen (Additionstheoréme'!!!).

Polarkoordinaten: Im
Jede komplexe Zahl z = a+ bi lasst sich sowohl in kartesischen Koordina- 1 _
Z=X+iy
ten (a|b) als auch in Polarkoordinaten [ | z [|# ] angeben mit: . T ol n
|zEv/aZ+ b2, cosp == und sing =2, also: o\ Re
T

z=| z|{icosp + iUsimp) = |z [¥.
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Exkurs:Taylor-Reihen-Entwicklung
X X X

Sinusfunktion: sin) =2 -2+ XX,
r 31 51 71
2 4 6

Kosinusfunktion: cosfx )= AT SR S
2! 4! 6!
4

Exponentialfunktion: e :1+§+§ +§ + 2 +l5+

1 2t 31 41 5l
=> ¢’ =cosg + i[Biny

(vi) L6sen von Gleichungen:

Beachtelst z Losung einer Gleichung, so ist auch imraeLdsung derselben Gleichung!

Beispiele:
(1) Bestimme die Losungen der Gleichung x2 — 4x=08

2
=>x,=-—2s [ 4] —g=2+a= 2645~ 1= 2 2 => L = {2:2])
272 2

(2) Bestimme die Nullstellen des Polynoths X + x* + 2!

Durch ,Raten®: 1 4 ist L6sung, denn:

(1+i)" —(1#i)°+(1Hi)*+2=1+ B+ 62 4% *—( Fi3Fi 3+ )* 4 F © 2 0
=> Wenn 1 +# LOsung ist, dann ist auch 1 eine Lésung.
(X=A+i)X-@-))=(x-D-HAK-D+i)= k- =i =x 2= X+ 2

=> (X' = X+ ¥+ 2): (x2— 2x+ 2)= x& x 1(Polynomdivision)

Fundamentalsatz der Algebra:

Ein Polynom n-ten Grades hat in C immer genau n Nullstellen.
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(vii) Anwendungen:

(1) Schwingungen: 3 b)

Bei einem Federpendel wirkt die Kraft F =andie von der Ruck-

stellkraft F = — Ds geliefert wird. Es gilt somit zu jedem Zeitpunk

mra(t) = — Ds(t) bzw. a(t) = 2/s(t).

Da a(t) =5(t) (Herleitung z.B. Uber Graph), erhalt man:

§(t)= —"/ws(t) Differentialgleichung). & I‘G
.|

Ldsungen dieser Gleichung sind:

S(t) = 8B8in(wt+ @), () = Seos(wt+ @) bzw. l(;

S(t) = Sfcos(wt+ @) + isir(wt+¢)) oder s(t) = ST

Vorteil von komplexen Zahlen im Vergleich zu Reelle
Bei der Dampfung lautet die Differentialgleichumga(t) = — kv(t) — D-s(t).

SWA

Durch Verwendung der komplexen Zahlen kann mart statund cosdie Exponentialfunktion verwen-

den, was gerade Produkte und deren Ableitungek wtaeinfacht!

(2) Mandelbrot-Mengen (,Apfelmannchen®):

Mandelbrot-Menge ist die Menge aller komplexen 2alt, fir welche der Betrag der rekursiv definier-

ten Folge komplexer Zahlem,,, = 22+ c; 7, =0 beschrankt bleibt. Punkte der Folge werden schwarz

dargestellt; manchmal gibt die Farbe eines Purdiiek den Grad der Divergenz an.

Da die Berechnung sehr aufwendig ist, begniigt mem aft mit folgendem: Ist das 20. Folgenglied

kleiner als 2, so gehort der Punkt zur Menge, asteongehort er nicht dazu.
Man beachte die Selbstahnlichkeit der entsteheBteitur!

AnwendungComputer-Darstellungen von Wolken, Bergen, Kiisten,
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