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Vorbemerkungen:

Wichtigste Symbole:

LA =B" d.h. JAussage A ist identisch mit Aussage B¥ Keine Gleichungsketten!

A =>B" d.h. ,Aus der Aussage A folgt die Aussage B."

A <=>B" d.h. ,Aus der Aussage A folgt die Aussage Rlaus der Aussage B folgt die Aussage A.”

AuBerdem: ,A=>B" <=> =B =>-A"

Mathematische Beispiele:
(1) Es gilt: x =2 =>x2 = 4" aber nicht: x2 =4> x = 2* (Warum? x2 =4 => x %2")

(2) Aber: ,3x =0<=>x=0"

Alltagliche Beispiele:

(1) Es gilt: ,Unterricht => Werktag", aber nichtWerktag => Unterricht".
Es gilt aber: ,Kein Werktag => Kein Unterrith

(2) Aber: ,Heiliger Abend <=> 24. Dezember*

Zu notwendig und hinreichend:
Es gilt: Unterricht => Werktag, d.h.: ,Unterricht” ist eindninreichende Bedingung flr ,Werktag“.
Jedoch ist ,Werktag“ nicht hinreichend fur ,Untehit“, denn es gilhicht: Werktag => Unterricht.

Aber ,Werktag" istnotwendig fur ,Unterricht”, denn es giltkein Werktag => kein Unterricht.

Direkter Beweis:

Haufigste, aber auch schwierigste Methode!

Es wird von einem bereits als richtig bewiesenetz $doraussetzung A) ausgegangen und daraus die
Wahrheit des zu beweisenden Satzes (Behauptungesiet)

Beispiel:Satz des Thales

Satz des Thaes: ‘
Wenn bei einem Dreieck ABC die Ecke C auf dem Kreis mit dem Durchmesser AB liegt, ‘\

dann hat das Dreieck bei C einen rechten Winkel. : v
(Thales von Milet, 624-547 v. Chr.)

© 2007-2012 Thomas Wilhelm Schwarzer, Ernst-Lud®aiule Bad Nauheim



Beweismethoden SWA

(Seite 2)

Beweis:

Sei C die Ecke des Dreiecks ABC, welche auf einegiskmit DurchmesseAB liegt.
Sei fernely; = JACM undy, = OMCB. Dann gilt:

(1) MA =MB =MC (alles Radien), also sitlAMC und AMBC gleichschenklig.
Lemma 1Die Basiswinkel in einem gleichschenkligen Dreisaikd gleich grof3.

(2) y1 = a undy: = B (Basiswinkel).
Lemma 2Die Winkelsumme in einem beliebigen Dreieck isp18

(3)a + [+ (v +v2) = 180°.

(A Y1 +y2+ (o tyz) =180° <=>F +2y, = 180° <=>y; +y, = 90°

Also istAABC rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C.

Beweisende:
w.z.b.w. = ,was zu beweisen war" (und nicht ,wastlzweifeln ware")
g.e.d. = ,quod erat demonstrandum®

O
Problem:Ein Beweis muss allgemeingultig sein (d.h. allgghotien Falle abdecken), fir das Widerlegen
eines Satzes gentigt aber bereits ein Gegenbeispiel.

Beispiel: ,Fur alle n liefert die Formel n2 — n & éine Primzahl.“ (falsch z.B. firn =40 und nH 4

Indirekter Beweis (Beweis durch Widerspruch):

Oftmals ist es sehr schwer, ,A => B* zu zeigen.

Einfacher ist dann, die (gleichwertige AussagelB,=> - A" zu zeigen.

Dies macht man, indem man versuchtB,=> A" zu zeigen und dies dann zu einem Widerspriitrt.
D.h. man schliel3t von der Negation von B auf éatecheAussage.

Beispiele:

(1) ,Es gibt keine rationale Zahl x, fiir die x2 = 2 gilt.“ (kurz: ,N2 ist nicht rational“).

D.h. ,x2 = 2 => x nicht rational .” <=> X rational> x2+# 2"“.

Wir behaupten deshalb jetzt, dass es eine bestiiatitiea gibt mit: ,a rational => a2 = 2“.
Diese Zahl a sei 0.B.d.A. positiv und lasst sichgakurzten Bruch a®, darstellen.

Dann gilt: p und g sind teilerfremde natirliche [&ah Somit:

az=2 :>"2/qz =2 =>p? = A2 Also ist p2 gerade, somit ist auch p gerade.

Damit: p2 = 221, also g2 = 2, also ist auch q gerade. Widerspruch zur Vordnseg!!!
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(2) ,Es gibt unendlich viele Primzahlen.”

Behauptung: Es gibt nur endlich viele Primzahleh, g, ist die gréf3te Primzahl.

Wir bilden die Zahl: b = ppo-ps-...-pn + 1.

Fur diese Zahl b gilt, dass sie nicht durehpp, ... p, teilbar ist (stets Rest 1). Somit:

- Entweder ist b selbst wieder eine Primzahl gré@tep, (z.B. furp, =2, 3, 5, 7, 11).

- Oder b ist eine zusammengesetzte Zahl, welch&edlisr eine Primzahl gro3er alg Ipesitzt (z.B. fur
pn = 13).

In jedem Fall: Widerspruch zur Voraussetzung, gaisdie grof3te Primzahl ist!

Beweis durch vollstandige Induktion:

Um die Gliltigkeit der Gleichung g(n) (oder einedimeanatisches Satzes) fur atlatiirlichen Zahlem zu
beweisen, genlgt der Beweis folgender Teile:

1. Induktionsanfang: Die Wahrheit der Aussage wird fur n Fgezeigt. Meist istg= 1.

2. Induktionsannahme: Die Aussage sei fur ein (beliebiges, aber festesahr.

3. Induktionsschluss Wir zeigen, dass aus der Induktionsannahme folgss die Behauptung dann

auch fur n + 1 gilt.

T . L nin+1) , .
Beispiel:, Fir jede natiirliche Zahl n gilt: >"i =1+ 2+ 3+ ..4n == (,GauRsche Summenformel*)
i=1l

1. Induktionsanfang:

Nachweis fiir n = 1 => Setzen dafiir rechts und libkein: 1 =Y, => wahr!
2. Induktionsannahme:

Die Behauptung gilt fiir ein festes, aber beliebiges

3. Induktionsschluss:

n+l

ZI ZI +(n +1) n[ﬂ;

=> Prinzip der vollstandigen Induktion: Ausgehend vom Einzelfall wird unter vollstandigafassung

1)

(n+1)=ntﬂn+1)+2tﬂn+])=(n+agﬂn+) ged

2

aller moglichen Einzelfalle ein allgemeines Gesmgrindet.

Gegenbeispiel:
Beweise:1+1+i+ et —=——-—
2 22

Hier funktioniert zwar der Induktionsschluss petfedber: Es gibt kein n, fir das die Ausgangsglanch

erfullt ist. => Induktionsanfang istetszuerst durchzufthren!!!
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Carl Friedrich Gaufd SWA

@

Carl FriedrichGAUSS, geboren am 30.04.1777 in Braunschweig, ist alleergrof3ten Mathematiker al-
ler Zeiten, auf fast allen Gebieten der Mathemasit.fand er 1796 die Konstruktion des regelmafigen
17-Ecks, berechnete Planetenbahnen und erstellieitdn Uber Landvermessung. In seiner Dissertation
bewies er 1799 deRundamentalsatz der Algebrgledes Polynom n-ten Grades hat genau n komplexe
Nullstellen®“. Mit seinem Hauptwerk: ,Disquisitionesithmeticae“ (1801) wurde er mal3gebend fur die
moderne Zahlentheorie. Gestorben ist er am 23.63.#8G0ottingen.

Neben zahllosen wissenschaftlichen Ehrungen (so18B2 der Pour le mérite fir Wissenschaften und
Kinste) wurde Gaul3 auch auf Briefmarken, Minzen@eldischeinen verewigt:
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Motto von Gaul3:

Pauca, sed matura!
(Weniger, aber dafir ausgereift!)

G

Gaul auf dem 10 DM-Schein:

Bei den abgebildeten Bauten handelt es sich umtigieh
Gottinger Gebaude.

Mit Gaul3 stehen vor allem die Universitat (Vordergt)
und die neue Sternwarte (Hintergrund) in Verbindung
Die Gaul3-Kurve weist auf die mathematischen Leggtan
hin.

Der Sextant erinnert an die geodatischen Arbeiten v
Gaul3.

Das Netz erinnert an seine Verdienste um die Vesares
des Konigreichs Hannover in den Jahren 1828-1844.
Die Ellipsenbahnen weisen auf die Leistungen in der
Astronomie hin. 1801 berechnete er die Bahn desela
iden Ceres.

Die konzentrischen Ringe deuten ein Magnetfeldzaul}
hat wesentliche Beitrage zur Erforschung des Ebehkdr-
gnetismus geleistet. "Gaul3" ist heute die Einheitrda-
gnetischen Induktion.

@ DEUTSCHE BUNDESBANK |
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.Die 10 mathematischen Formeln, die das Gesicht détfrde verandert haben.”
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* LAST0 FORMULAS MATEMATICAS QUE CAMBIARON LA FAZ DE LA TIERRA j

* LAS 10 FORMULAS MATEMATICAS QUE CAMBIARON LA FAZ DE LA TIERRA
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1+1=2

So elementar sie ist, hat diese Gleichung unerinbesKonsequenzen fur
den frihen Menschen gehabt, denn sie bildet diemdlage des Zahlens.
Ohne Zahlverstandnis konnten Menschen nur in rudiiémeren Begriffen

miteinander verkehren; sie hatten weder ein exal®B fur die Anzahl

der Schafe oder Kihe, die sie besitzen, noch deféyiele Leute zu ih-

rem Stamm zéhlen. Die Entdeckung des Zahlens fidlne&t zur schnel-

len Entwicklung des Handels und spéter zur wichtigéissenschaft des
Messens.

f :% (Newtonsches Gravitationsgesetz)

Vor Newtons Zeit hatte die Menschheit nur eine sadive Vorstellung da-
von, welche Kraft die Planeten auf ihren Umlauflhrum die Sonne
héalt, oder den Mond auf seiner Bahn um die Erdealer cauch, was
menschliche Wesen daran hindert, von der Erdoloéelans All zu flie-
gen. Newton zeigte, dass sich alle Kdrper durchGivitationskraft ge-
genseitig anziehen. Diese Gleichung enthllt jeddiehAbhangigkeit die-
ser Kraft von den Massen der Koérper; bei kleinerjektien ist sie nur
schwach und wird nicht immer wahrgenommen.

E = mi@? (Einstein)
Diese Gleichung liegt unserem Nuklearzeitalter ande. Vereinfacht ge-
sagt drickt sie aus, dass eine kleine Menge Maiterééne groRe Menge
Energie umgewandelt werden kann. Diese freigesetzkieare Energie
sehen wir in spektakularer und gewaltsamer Formtaom- und Wasser-
stoffbomben. Aber der Mensch hat auch die sogeralkatnspaltung in
Kernreaktoren gezdhmt, um fir unsere WohnungenFawliken Warme
bereitzustellen und Elektrizitat zu erzeugen.

v=v_n™e (Tsiolkovski)
ml

Als ein Grundbestandteil der Raumfahrttechnologie diese Gleichung
die Geschwindigkeitsdnderung eines Raumschiffstddie Gewichtsver-
ringerung des Brennstoffs an, der es in die Holeepen hat. Die Glei-
chung leitet sich direkt von einem der drei groBemegungsgesetze Sir
Isaac Newtons ab. Ohne sie ware es unmdglich, Raniffeszum Mond
und zu den Planeten oder auf Erdumlaufbahnen zakseh) aber auch fir
den Krieg hat sie Anwendung bei den Lenkraketeorgidn.

_K@maE

c® ot?

0°E

(Maxwell)

Vor einem Jahrhundert hat dieser schottische Paysikr berihmte Glei-
chungen entdeckt, die das menschliche Wissen Ubktrigitat und Mag-
netismus zusammenfassen. Aus ihnen leitete er @égehung, und an-
dere, ab, die die Mdglichkeiten der Radiowellenaussagten. Maxwell
verdanken wir unsere gesamte Ton- und Bildubertrggéerner unsere
Kommunikation tber groRe Entfernungen und das Radfder Erde, auf
dem Meer und im Weltraum. Licht, Rontgenstrahled andere elektro-
magnetische Strahlen werden ebenfalls durch diesdamentale Glei-
chung bestimmit.
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N =N (Napier)

Mit der Erfindung der Logarithmen hat Napier der [iM&ne starke

arithmetische Kurzschrift gegeben. Sie erlaubteMenschen, Multi-

plikationen oder Divisionen einfach durch Addieceter Subtrahieren
der Logarithmen der Zahlen durchzufiihren, und egiehtet, dass sie
diese und andere komplizierte und schnelle Recleatpnen an

Zahlen mit vielen Stellen durchfihren konnten. Berfluss der Lo-

garithmenrechnung auf Gebiete wie Astronomie undfédet war

enorm und der heutigen Computer-Revolution verpleac.

a2 + b2 = c2 (Satz des Pythagoras)

Der am meisten verbreitete und verwendete georob&risSatz ist
zweifellos der von Pythagoras; er bezieht sichdiifSeitenlangen a,
b und c im rechtwinkligen Dreieck. Er ermdglichtenzersten Mal ei-
ne indirekte La&ngenmessung und erlaubte den Mensitduit Land-

vermessung und Kartographie. Die alten Griechemtaégn ihn zur

Bestimmung der Lange von Seereisen, der Hohe vind@ien usw.;
heute verwenden ihn Naturwissenschaftler und Madligsr standig

bei der Entwicklung aller Arten von Theorien.

S = kibgW (Boltzmann-Gleichung)

Boltzmanns Gleichungen erklarten, wie das Verhalam Gasen von
der stdndigen Bewegung der Atome und Molekile adphdtre grol3e
Bedeutung liegt in ihrer Anwendung, bei der Gase &iichtige Rolle
spielen: In allen Dampf- oder Verbrennungsmaschimeden zahllo-
sen Reaktionen zwischen Gasen, die fur ChemikalierHerstellung
moderner Medikamente, Kunststoffe usw. verwendetdere beim
Verstandnis des Wetters; und auch fir die Erklardeggewaltigen
Vorgange in der Sonne, den Sternen und fernen @alax

h .
» =—— (De Broglie
mB/( glie)

Licht, eine Form der Energie, kann uns als kugglrPartikel er-
scheinen und als kontinuierliche Wellen; de Brogietdeckte die
Umkehrung: dass die Elementarteilchen, aus denerMditerie zu-
sammengesetzt ist, auch Eigenschaften zeigenindieWelle dhneln.
Seine Gleichung beeinflusste in groBem MaflistalPtisik, flihrte
zur modernen Optik und zu den elektronischen Blumeiz.B. Tran-
sistoren -, mit wichtigen Anwendungen auf RadiornBehen, Com-
puter, Raumfahrt, Kriegswaffen usw. Aul3erdem begehsie den
Wissenschaftlern das leistungsstarke Elektronerasiap.
F, X, =F, X, (Hebelgesetz des Archimedes)

Archimedes sagte: "Gebt mir einen festen Punktighdewege die
Erde." Die einfache Hebelgleichung ist die Grundlatier Ingenieur-
wissenschaft, sei es bloR3 bei einem Balken odegibheim komplizier-
teren Getriebe oder Kran. Sie geht in den Entvedé&j Maschine und
jedes Bauwerks von der Brlicke bis zum Haus eire Bmhrauben-
mutter und jeder Bolzen beruht auf diesem PrinRip. Bremsen un-
serer Autos, Waagen, Turklinken, die Mehrzahl desrk¥euge sind
Variationen von Hebeln.

Quelle: Mathematische Philatelie (http://homepaffefriedberg.de/boergens/philatelie.htm)
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Sir Isaac Newton (1642 - 1727)
f ist die Massenanziehungskraft zweier Korper reit Massen mund m, deren Schwerpunkte den Abstand r ha-
ben. G ist die Gravitationskonstante, G = 6,672" 1l .

Albert Einstein (1879 - 1955)
Diese Formel beschreibt die Aquivalenz von Masseuind Energie (E). c ist die Lichtgeschwindigkeit Vaku-
um.

Konstantin Tsiolkovski (1857 - 1935)

Dies ist die Grundgleichung des (idealen) Raketiigdo®es und ist somit Grundbestandteil der Rauntatirnolo-

gie. Sie zeigt die Abhangigkeit der Geschwindigketiner Rakete von der AusstromgeschwindigkeitTdesbsat-

zes y und dem natirlichen Logarithmus des QuotienterdausStartmasseguind der Masse ymach dem Brenn-
schluf3. Tsiolkovski, der diese Raketengleichungexsite, erkannte schon die Notwendigkeit des Eirsainehr-
stufiger Raketen und stellte Uberlegungen tibeMiiglichkeiten der Tragerraketentechnik an.

James Clerk Maxwell (1831 - 1879)

Die auf der Briefmarke dargestellte Wellengleichaeipt die Proportionalitdt des Skalarproduktes aklaope-
rators mit sich selbst angewandt auf die elektasEbldstarke E zu der zweiten zeitlichen Ableitdigser Feld-
starke. Die Proportionalitatsfaktoren sind die Makilichtgeschwindigkeit c, die DielektrizitatszahluQd die Per-
meabilitdtszahj1. Die beiden letzten Grol3en sind ein Malf? fur dektelsche und die magnetische Polarisation des
betreffenden Mediums, in dem die Welle sich ausbtei

Seite 2:

John Napier (1550 - 1617)
Die Gleichung beschreibt den natirlichen Logarithrals Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

Pythagoras (570 - 497/6 v. Chr.)
Der Satz des Pythagoras gilt fur die Seiten imtweictkligen Dreieck: A, B Katheten, C Hypothenuse.

Ludwig Boltzmann (1844 - 1906)

Die Boltzmann-Gleichung beschreibt den Zusammenbzangchen der thermodynamischen Zustandsgréf3e Entro
pie S eines physikalischen Systems in einem besemiMakrozustand und dem nattrlichen Logarithmudste-
tistisch bestimmten) thermodynamischen Wahrsclutikdiit W des zugehdrigen Mikrozustandes. Dabedést
Faktor k die Boltzmann-Konstante. Die BoltzmanniGtang deutet die Entropie als ein MalR fur die rieatyna-
mische Wahrscheinlichkeit eines Zustandes odeGtad der Unordnung.

Louis de Broglie (1892 - 1987)

Die Gleichung von de Broglie verknlpft die Wellemd&A der Materiewelle eines Mikroteilchens (Photon,kkle
tron, Kernteilchen usw.) mit dem Impuls m-v des iMikilchens. Der Faktor h ist das Plancksche Wigkguaan-
tum. Diese Gleichung beschreibt den Doppelcharaiter Mikroteilchen (Welle-Teilchen-Dualismus) diem die-
se einerseits Eigenschaften diskreter Teilchergranseits Welleneigenschaften annehmen. De Brkghate mit
dieser Gleichung die Bohrsche Quantenbedingundrenklund gab damit den Anstol3 zur Entwicklung delé&w-
mechanik durch Schrodinger.

Archimedes (287 - 212 v. Chr.)

Bei einem zweiseitigen Hebel (z.B. Balkenwaagdjtstieh ein Gleichgewicht ein, wenn die Produker dngrei-
fenden parallelen Krafte (lzw. F) mit den LaAngen der Hebelarmg bzw. %) gleich sind. Bei einem einseitigen
Hebel gilt das gleiche fur antiparallele Krafte.
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