I. Ternme und Gleichunge Kl. 8, SWA

(Seite 1)

Terme:

Terme bestehen aus Zahlen und Variablen, die drecihenzeichen verbunden sind, z.B.: 2x + 1.

Tritt in einem Term wie Xx — 1) dieselbe Variable mehrmals auf, so muss faasie jeweils dieselbe
Zahl einsetzen.

Treten in einem Term wie 2x2 — 3y + 4 verschied¢asablen auf, so durfen fir diese verschiedener ab

auch die gleichen Zahlen eingesetzt werden.

Rechengesetze fir Terme:

KlaPoPuStri (fir Terme mit verschiedenen Rechenarten)

Kommutativgesetz: a+tb=b+a alb=bla
Assoziativgesetz: (@+tb)+tc=a+(bt 9= at bt c (alb)fe= a{bdg = dlklc
Distributivgesetz: al{b+c)=albt+ dlc al{b-c)= ab- dlc

Regeln zum Vereinfachen von Termen:

(1) Bei Summenkann man nur solche Summanden zusammenfasseaene gleiche Variablen in je-
weils gleichen Potenzen vorkommen (gleichartigemiegr
Beispiel:4u2v + 7vuz = 4u2v + 7u?v = 11u?v

(2) Regel (1) gilt auch fuDifferenzen, die man stets als Summen schreiben kann.
Beispiel:2a+b—-a=2a+b+(-a)=2a+(-a)+b=a+b

(3) In Produkten kann man gleiche Faktoren zu Potenzen zusammentass
Beispiel:2-x-y-3:-Xx=6- X" XYy = 6x2y

(4) Zwei Summenwerdenmultipliziert , indem man_jeden Summanden der ersten Summe chaitnje
Summanden der zweiten Summe multipliziert und dexlBkte addiert:

(@+b)y(c+tdy=ac+ad+bc+b-d

Beispiel:(x —3}(y +4)=xy+Xx-4-3y—3-4=xy+4x—-3y—-12

Binomische Formeln:

Fur viele Anwendungen besonders wichtig sind dedBkte folgender besonderer Summen:
1. Binomische Formel: a+b ¥2a-+* @t b2

2. Binomische Formel: a-b ¥2a-=2 abt+ b2
3. Binomische Formel: a+b DJg—-b Fa-=2b 2

Beispiele:
712=(70+1)2=702+201+ 12=4.900 + 140+ 1 =5.041
103- 97 = (100 + 3) (100 — 3) = 1002 — 32 = 10.000 — 9 = 9.991
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Aquivalenzumformungen:

Gegeben ist di&leichung: 2x + (3x + 25) - 2 = 10 sowie die Grundmei@édies ist die Menge aller
Zahlen, die fur die Variable x in die Gleichunggasetzt werden durfen).

Die Gleichung ist jedoch nur fur bestimmte Zahleftilé, wir nennen sid.6sungender Gleichung.

Die Menge Laller Lésungen einer Gleichung heif3t ilrésungsmenge

Meist kann man die Losung nicht sofort erkennem mass deshalb die Gleichung umformen.

Eine Umformung einer Gleichung, bei der sich disurigsmenge nicht andert, hef@juivalenzumfor-

mung.

Beispiel:
Bestimme die Losungsmenge der Gleichung 2x + (381 2 = 10, die Grundmenge €ei
2x+(3x+ 25)2=10 |T

o 8x+50=10 |- 50
o 8x=-40 | :8
= Xx=-5

= L={5}

Beachte:

- Uberpriife stets, ob das Ergebnis sinnvoll ist (insbesonder&extaufgaben).
- Bei komplizierten Termen solltest Du eiReobe durchfliihren. Setze hierzu die vermeintliche Losung

in die Ausgangsgleichung ein und tberpriife, ob iDa wahre Aussage erhaltst.

Gleichungen mit Formvariablen:

Hast Du eine Gleichung mihehrerenVariablen gegeben (z.B. 2x =xat+ 6), so l6st man sie genau wie
eine Gleichung mit nur einer Variablen: Die ande¥amiablen nennt maformvariablen oderPara-
meter und behandelt sie wie Zahlen.

Beachte:Wenn Du durch einen Parameter dividierst, so mDsisvorher prifen, dass er nicht gleich 0

werden kann! Eventuell musst Du eine Falluntershirgy machen!

Beispiel:
Ldse die Gleichung: O = 2a2 + 4ab (Oberflache e@ezders) nach der Kantenlange b auf!
O=2a2+4ab | - 2a2

= O-2a2=4ab | :4a Diese Division ist moglich, da die Kantenlange @ st.
- O _a_
4a 2
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Ungleichungen:

Ungleichungen werden genau so gelost wie Gleichungefolgender Ausnahme:

Wenn beide Seiten mit ein@egativen Zahl multipliziert oder dividiert werden, so muasgleich das
Kleiner- bzw. GrélRerzeichaimmgekehrt werden.

Hierbei ist besonders bei Parameteraufgaben zema¢Rallunterscheidung?).

Produktgleichungen:

Eine Gleichung wie (x — 3) - (2x + 9) = 0 nennt nRanduktgleichung.
Da ein Produkt gleich O ist, wenn mindestens eilegr~aktoren 0 ist, gilt hier:
Die Lésungsmenge einer Produktgleichung bestehabers Zahlen, fir die der erste Faktor O wirdd

aus allen Zahlen, fur die der zweite Faktor O wird.

Beispiel:(x —3) - (2x+9)=0

2x+9=0 | -9
x-3=0 | +3
1. Faktor: <=3 2. Faktor: = 2x=-9 | :2
- - X =-4,5

=> Ldsungsmenge: L = {-4,5; 3}.

Produktungleichungen:

Ungleichungen der Form (3 — x) - (x — 2) < 0 nanahProduktungleichungen
Zur Loésung ist zu beachten:
- Ein Produkt ist genau dann groRRer als 0, waide Faktoren positiv oddpeide Faktoren negativ
sind, d.h. wenn beide FaktorgleicheVorzeichen haben.
- Ein Produkt ist genau dann kleiner als 0, wemrer der Faktoren negativ und der andere positiv
ist, d.h. wenn beide FaktorearschiedeneVorzeichen haben.
Jede beliebige Ungleichung lasst sich auf die Frnib > 0 bringen.

Beispiel:Ldse die Ungleichung (3-x) - (x—2) <0.

Bl 13__X$0i 7 3% L0 } Zeichne hierzu auf dem Zahlenstrahl ein, wann wel-
_ _ ' cher Faktor negativ und wann er positiv ist.
< x+2£0 i [x1230] & o : :
_ Die Losungsmenge ist dann der Teil des Zahlen-
ST T o] | <0 | & strahls, in welchem die beiden Faktoren untersdihied
I r ] ! T r ] ] i ] -
-6 -4 |- |

| | 2 . - che Vorzeichen haben.
Hier: L = {x | x < 2 oder x > 3}
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Funktion:

Eine Funktion f ist eine Zuordnung, bei der jedem Element x reDefinitionsmenge genau ein Funk-
tionswert f(x) zugeordnet wird.

Die Definitionsmenge enthalt hierbei alle Werte)akie fur x verwendet werden durfen.

Eine Funktion kann beschrieben werden durch einext, eine Funktionsvorschrift, eine Wertetabelle
oder einen Graphen. Der Graph besteht aus allekit&tuR (x|f(x)) in einem Koordinatensystem.

Beispiel:

Text: ,,Ein Mietauto kostet 75 € fir ein Wochenenuael 0,45 € pro Kilometer.”

Funktion f: Fahrstrecke x in kr» Mietpreisy in €

Funktionsvorschrift: Wertetabelle: Graph:
f: x — 0,45x + 75 oder f(x) = 0,4% + 75 : y yin |
. . . . . (nkm) | Gne  Euro
f ist der Funktionsnamex die Variable, die rechte o 1501
Seite enthalt deRunktionsterm 50 97,5 1007
f(50) nennt man derrunktionswert von f an der 100 11“205 501
’ x
Stelle 50 200 165 50 100 150 200 in km

Proportionale Funktionen:

Jede Funktion f: x> mx mit mCJQ nennt man einproportionale Funktion.
Der Graph einer solchen Funktion ist eine Geradehdden Ursprung : Graph zu x +~— 1.5 x
O(0|0) und den Punkt P(1|m). 14
Der Faktor m heif36teigung des Graphen

m=15

Ist m > 0, dann wéachst die Funktion. !

m=-1,2

Ist m < 0, dann fallt die Funktion. T

Ist m = 0, dann ist der Graph die x-Achse. Graph zu x + - 1.2

Lineare Funktionen — Beispiel:

Gegeben ist die Funktion f:> 1,5x + 2. 4y
Der Graph von f ist eine Gerade mit der Steigurtg tyelche um 2
nach oben verschoben ist, d.h. sie schneidet diehge an der Stelle 2.

3+
X | -1 [ 0 ‘ 1 | 2 ‘ 3 | 2 !
y | 0,5 ‘ 2 |,| 3,5 l 5 | 6,5 1 1 -y-Achsenabschnitt
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Lineare Funktionen — Allgemein:

Eine Funktion f: x— mx + n mit m,iJQ heil3tlineare Funktion.
Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade.

Hierbei heil3t der Faktor ®teigung des Graphen

KI. 8, SWA

Der Summand n gibt an, wo der Graph von f die yskchchneidet, unc 4y /
3..

wird daher aly-Achsenabschnitt des Grapheibezeichnet.

x | o | 1] 2 dl
y [ b [ ] /

Bestimmungq linearer Funktionen:

Sind B (x| f(x)) und B,(x,| f(x)) zwei verschiedene Punk

erhalt man die Steigung aus d&teigungsdreieckdurch:

te auf dem Graphen der linearen Funktion f>xmx + n, dann 2'/"’2(/2%)

Y2—Yi

_ f(Xz)— f(Xl) % _=2 -
X=X P1(x1|y1]/1/ -

e
Den Achsenabschnitt erhalt man anschlie3end dumketen / {
des PunkteP; (oderP,) und Auflésen der Gleichung nach n.

f(2)-1(-2) _2-(-) _3 :

Beispiel: m=

2-(-2) 2-(-3 4 2!
=> f(x)=2+n “/s

gy i e
Py(-2l-1):-1={({=2) +n =>n=; Sl

4
= f(X):gDH._; /

Lineare Gleichungen und Funktionen:

Eine Gleichung der Formya+ b = ¢ heil3tineare Gleichung.

Man kann sie (auRer durch Rechnung) zeichnerisgdn|dindem man den Gra| | |

phen der linearen Funktion f: % ax + b zeichnet und abliest, fir welchen >/ | [, [ | [ /]|

Wert man den vorgegebenen y-Wert c erhalt.

Beispiel:Lose 3x — 4 = 5 zeichnerisch.
=>L ={3}.
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W%‘%; I11. Prismen und Kreiszylina KI. 8, SWA

E :
P
Prisma:

Ein Prismawird von zwei deckungsgleichen n-Ecken begrenetzd-
einander parallel sind, und von n Rechtecken (lgnadenPrisma)

bzw. von n Parallelogrammen (besthieferPrisma).
Die deckungsgleichen n-Ecke stellen Gieindflacheund die Deckfla-

che dar. Die n Rechtecke (Seiten) bilden den Mantel

Volumen des Prismas:|V = G[h| mit G = Grundflacheh = Korperhche

Oberflache des Prismas:|O = 2[G+ M| mit MantelflacheM =U [h

Dreiseitiges Prisma: Vierseitiges Prisma: Sechsseitiges Prisma:
‘*”
ws h
h
- = '_-"k
¢ RS Sy
y A :_!f py
s £ ;
Spezialfélle:
a) Quader: b) Wrfel:
) , : 4 }?":a /
aﬁ : -~ e

v=a V = alh
O = 2ab+ 2act 2b¢

Zylinder:
Ein Zylinder wird von zwei deckungsgleichen Kreisflachen begredie zu-

einander parallel sind, und von einer gekrimmtemtelfiache, die abge-

wickelt ein Rechteck darstellt. h
Volumen des Zylinders:

Oberflache des Zylinders:|O = 272+ 27rrh|

r = Radius des Grundkreisds= Hohe des Zylinders
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Lineare Gleichung mit zwei Variablen:

Eine Gleichung der Form

(a und b nicht gleichzeitig 0)

heil3tlineare Gleichung mit zwei Variablen x und y

Es gilt:
1. Jede LOsung besteht aus eingamlenpaar(x|y).
2. Es gibtunendlich vield.dsungen.
3. Die graphische Darstellung der Lésungsmenge ist@erade

Die Steigung und den y-Achsenabschnitt erhélt nmelem man obige Gleichung nach y auflost.

Wiederholung: Lineare Funktion

Eine Funktion mit der Zuordnungsvorschriftx mx + b heif3tineare Funktion.
Die Funktionsgleichung lautet: f(x) = mx + b odex ynx + b und beschreibt eil@erade

Hierbei ist m dieSteigungder Geraden und b dAchsenabschnitt

M) Wir zeichnen eine lineare Funktion folgendermalien:
.‘q;- - -
- m 1. Trage auf der y-Achse den Achsenabschnitt b ein.
/- +1 2. Von dort aus ,gehen” wir eine Einheit nach rechgaréllel zur x-
Achsenabschnitt b L
. ) - Achse) und m Einheiten nach oben (parallel zur }r9&.
X

Lineares Gleichungssystem rmrivei Variablen:

Zwei lineare Gleichungen mit zwei Variablen nenatmeinlineares Gleichungssystem

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) der Form

‘a1><+qy= q‘
a,x+by=g

kanngenau eind.dsung odekeineLdsung odeunendlich vield.dsungen haben.
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Verfahren zur L6sunq eines LGS mitei Variablen:

a) Graphische L6sung:

Jede lineare Gleichung entspricht eiG@raden Zeichnet man nun die beiden zum Gleichungssy-
stem gehérenden Geraden, so gibt es folgende Nhiglien:

1.) Die Geraderschneidersich. => Das LGS haenau eind.dsung.
2.) Die Geraden singarallel. => Das LGS halteineLdsung.
3.) Die Geraden sindlentisch => Das LGS hatinendlich vield.dsungen.

4%y | o . 44y . L 44y | | —

|}\/‘ : . oy i ll

-3 . -3 s -3

! A | : - P, ; L I

2 y+2x=41 Do 2y-x=4 b - x+y=2

f Aly-x=1 A /// y-x=2 | 2,5x+2.5y=5

A\ ] AT ] i

' S T . x
|+ 3—ds I+2—3+4—3+ |2 345

b) Das Gleichsetzungsverfahren:

1. Forme die beiden Gleichungen so um, dass auf Seiee das Gleiche steht.

2. Setze die anderen Seiten gleich.

3. LOse die neue Gleichung.

4. Setze die Losung in eine der urspringlichen Gleigeu ein.

5. Probe: Setze die Losung in die andere Gleichung ein
Beispiel:
2x+y= 2x+y= -2 =-2x+

y => y | = | | Gleichsetzen

—X+ty= —X+y=2 |+Xx y=x+2
=>-2Xx+5=x+2 | +2X =5=3x+2 |-2
=>3x=3]:3 =>x=1

Einsetzen der Losung in die erste Gleichung:
20+y=5|-2 =>y=3
=> Ldsung: L = {(1|3)}

Probe (Einsetzen in zweite Gleichung):

-1 + 3 = 2 stimmt!
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Das Einsetzungsverfahren:

1. Forme eine der beiden Gleichungen so um, dasseDiirseine Variable der anderen Glei-

chung einsetzen kannst.

2. Setze diese Gleichung ein.
3. Lose die neue Gleichung.
4. Setze die Losung in eine der urspringlichen Gleigea ein.
5. Probe: Setze die Losung in die andere Gleichung ein
Beispiel:
2x+y:j . 2x+y:§l . 2x+y=5 J
-X+y= -X+y=2 |[+X y=2+X |Setzen oben ein
=>2Xx+2+x=5|T =>3x+2=5]-2
=>3x=3]:3 =>x=1

Weiter wie bei b)

Das Additionsverfahren:

1. Forme die Gleichungen so um, dass bei ihrer Add#ioe Variable ,wegfallt.

2. Addiere die beiden Gleichungen.

3. Lose die neue Gleichung.

4. Setze die Losung in eine der urspringlichen Gleigeu ein.

5. Probe: Setze die Losung in die andere Gleichung ein
Beispiel:
5x+3y=2 5x+3y=21 [B 15x+9y=6 N
3x—8y=—;‘ e 3x—8y:—;‘ ICE 5) = ‘—15x+ 40y = 31 | Addition
=>0x +49y =98 |:49 =>y=2
Einsetzen der LOsung in die erste Gleichung:
5x+32=21|-6|:5 =>x=3

=> Losung: L = {(3|2)}
Probe (Einsetzen in zweite Gleichung):
33 - 82 = -7 stimmit!
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Anwendungen:

Zum Losen einer Textaufgabe sind folgende Schiittehzufihren:
1. Belege die gesuchten Grof3en mit Variablen x und y.
2. Stelle anhand der Aufgabenstellung die Gleichuregeén
3. Lose das lineare Gleichungssystem mitgegignetsteiMethode.
4

. Gib das Ergebnis an und Uberpriife, ob es sinnsoll i

Beispiel:
Sandra: ,Ich habe 1,7 mal so viele Mitschiilerinmaés Mitschuler.”
Dirk: , Ich habe doppelt so viele MitschulerinnenewMitschiler.”

Wie viele Schilerinnen und Schiiler sind in der Edgs

LOsung:

Anzahl der Madchen: x, Anzahl der Jungen:y
Sandra hat x — 1 Mitschilerinnen und y Mitschuler.
Dirk hat x Mitschullerinnen und y — 1 Mitschler.
Gleichung nach Sandras Aussage: x-—14#/1,7
Gleichung nach Dirks Aussage: X §y2— 1)

LGs: x-1=1,7y J . x-1=1,7y J |
x=2[(y-1 x=2[{y-1) |Setzen oben ein

=>2(y-1)-1=17y | T 2y—-2-1=17y |431,7y

=>0,3y=3]:0,3 =>y=10

Einsetzen der Losung in die zweite Gleichung:

Xx=210-1) | T =>x=18

=> Losung: L = {(18|10)}

Probe:

1. Einsetzen in erste Gleichung: 18 — 1 = 17 #10&timmt!

2. Die Losungen sind naturliche Zahlen, was laut Ab&gestellung notwendig ist.

=> Die Klasse hat 18 Schilerinnen und 10 Schiiler.
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Lineares Gleichungssystem rditei Variablen:

ax+hyt gz d
Ein Gleichungssystem der Forma,x+ b y+ ¢, z= d| heildt lineares Gleichungssystem mit drei

ax+hy+ g z= d

Variablen. Es kanrmgenau eind_6sung odekeineL6sung odeunendlich vielddsungen haben.

Verfahren zur Losung eines LGS mitei Variablen:

Bei der L6sung dieses LGS verwendet man @anf3-Algorithmus. Ziel ist es, das LGS auf eine mog-
lichst einfache Form (,,Dreiecksform®) zu bringeniekbei sind folgende Umformungen erlaubt:

1. Man kann eine Gleichung mit einer Za#l@) multiplizieren.

2. Man kann eine Gleichung durch die Summe aus ihreimer anderen Gleichung ersetzen.
Ansonsten geht man ahnlich vor wie beim Additiom&ateren:

1. Man behélt eine Gleichung bei und eliminiert in d&iden anderen Gleichungen eine Variable.

2. Dadurch entsteht ein lineares Gleichungssystemzwei Variablen, das man auf bewahrte Art 16-

sen kann.
3. Das Ergebnis tberpruft man anhand adien dreiGleichungen.

Carl Friedrich Gaul3 war deutscher Mathematikeryokstm und Physi-
ker. Gaul3 wird oft als mathematisches Wunderkingjektellt mit der
Anekdote, dass er in der Schule die Aufgabe bekiiarersten hundert
naturlichen Zahlen zu addieren, damit der Lehrmar den anderen Kin-
dern widmen konnte. Gauld war sehr schnell fertemnder hatte er-
kannt, dass die Summe aus 50 Summanden der Gragehiddet wer-
den konnte, da die grof3te und die kleinste ZahieatdtlO1 ergeben, ge-
nauso wie die zweite und die zweitletzte Zahl, gsodweiter. Das Er-
gebnis ist also 5050.
Schon mit 24 Jahren galt Gaul3 als einer der flleremdathematiker
seiner Zeit. Gauld arbeitete lange am FundamergadsaitAlgebra, den
: er dann in seiner Dissertation prasentierte. Helagch die Grundlagen
- ‘.r'l ger nichteukli(r:ilischen GeomEtrie. 1820 Wurdde er ahit Vermhessung
—— : es Konigreiches Hannover betraut, woraus das WWé#rtersuchungen
Carl Friedrich Gaul3 Uber Geg?enstande der hoheren Geodasie* entstaadmi@senschsftli-

*30.04.1777, Brau__ns_chweig che Werk von Gauld hat schon zu seinen Lebzeitehst®éBewunde-
+23.02.1855, Gottingen rung erweckt.
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Pl

Beispiel:

Lineares Gleichungssystem mit drei Variablen

1. Schritt:

Wir formen die 2. und 3. Gleichung so um, dassdaei Addition mit
der 1. Gleichung eine Variable wegféllt.

2. Schritt:

AnschlieRend ersetzen wir die 2. (3.) Gleichungcbutie Summe aug
der 1. und der 2. (3.) Gleichung.
3. Schritt:

Nun multiplizieren wir die dritte Gleichung mit 4.

4. Schritt:

Wir ersetzen die 3. Gleichung durch die Summe a&n2dund der 3.
Gleichung.

5. Schritt:

Wir dividieren nun die dritte Gleichung durch 23duerhalten z.

6. Schritt:
Jetzt setzen wir z in die zweite Gleichung und kehay.

7. Schritt:
Mit y und z ergibt sich dann aus der ersten Glewghx

=> L ={(1]-1]2})}

KI. 8, SWA

6x—4y+ 3z= 14
X—2y+z=5
3X—y+4z=172

6x—-4y+ 3z= 14
X=-2y+z=5
3X—y+4z=12

6x—-4y+ 3z=16
5—6X +12y— 62=-3
-6X+2y—-8z=-2

6x—4y+ 3z=16
8y-3z=-1
-2y—-5z=-8

6x—-4y+ 3z=16
8y-3z=-1
-8y—-20z=-3

6x—4y+ 3z=16
8y—3z=-14
—-23z=-4¢4

:

6x—4y+ 3z=16
8y—3z=-14
z=2

s

6x—4y+3z=1

y=-
z=2
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Quadratwurzel:

Gegeben sei eine Zahlza0. Falls man a als Quadrat eimecht-negativerZahl b schreiben kann, d.h.

b2 = a, so heil3t b di@uadratwurzel aus a.
Man schreibt:b:x/z_i. Den Termx/a liest manWurzel aus a

Die Zahl a unter dem Wurzelzeiche/n_ heil3tRadikand.
Das Bestimmen der Quadratwurzel h&MirzelzieherfRadizieren).

Die irrationalen Zahleh:

Es gibt Zahlen, die man nicht als rationale Zallarstellen kann, beispielsweise .

Beweis durch Widerspruch (Indirekter Beweis):

Q) Angenommen:\/E sei rational, d.h./2 =P mit teilerfremden ganzen Zahlen p und q.
q

=> /2 st als gekurzter Bruch darstellbar.
@2=F
(3) 202 = p?
(4) p2ist durch 2 teilbar.

=> plp ist durch 2 teilbar. Da 2 keine Quadratzahlfedgt:
(5) p ist durch 2 teilbar.

=> p ist eine gerade Zahl.
(6) Definieren p = 2r, setzen dies in (3) ein.
(7) 202 = 412 => 2 = 2P
(8) g2 ist durch 2 teilbar.
(9) g ist durch 2 teilbar.

=> Auch g ist eine gerade Zahl.

(210) Widerspruch von (5) und (9) zu Annahme (1)pdand q teilerfremd sein sollen.

=> P ist kein gekurzter Bruch, also war die Annahmedil =>./2 ist nicht rational.
q

Der vorstehende Beweis stammt aus dem 10. Bucklderente von Euklid und wird deshalb oftmals als

Beweis des Euklidbezeichnet.
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V. Reelle Zahlei- Rechnen mit Quadratwurz¢

Euklid

* ca. 325 v. Chr.

(Seite 2)

KI. 8, SWA

Euklid lebte in Griechenland und Alexandrien. Ulsein Léen ist
fast nichts bekannt. Euklids Ruhm basiert auf derm A3 Banden
bestehenden Werk ,Die Elemente”. Dieses behandellie Zeit um-
fassend die Geometrie, die Proportionenlehre, Bhkéit von Figu-
ren, Zahlentheorie, inkommensurable Strecken uade8metrie.

+ ca. 265 v. Chr., Alexandria

Intervallschachtelung:

Man bezeichnet eine Folge von Intervallenlatsrvallschachtelung, wenn:

1. jedes Intervall in dem vorherigen liegt,

2. die Langen der Intervalle immer kleiner werden, und

3. die gesuchte Zahl in jedem Intervall liegt.

Hierdurch lasst sich jede Zabliebig genawestimmen.

Heron-Algorithmus:

Das bekannteste Verfahren zur naherungsweisenniBeatig von Quadratwurzeln stammt von Heron

und wird deshallbieron-Algorithmus genannt.

Gesucht:+/a . Bestimmung mit derderon-Algorithmus

Der Startwert x (als 1. Naherung) kann beliebig gewahlt werden.

Beispiel:

Wir bestimmeny/7 . Als Startwert verwenden wir 3, da 32 =9 nararliegt als 22 = 4.

Schritt| 1. Ndherung 2. N&herung Neue 1. Nah. Intervalllapge
n X = e A
0 |3 213 /3 0,666666667
1 2l3 2,625 2,645833333 0,041666667
2 2,645833333| 2,645669291 2,645751312 0,000164042
3 2,645751312| 2,645751310 2,645751311 0,000000002

Heron

=> /7 =2,645751311

Heron war griechischer Mathematiker und Naturfoesckr erfand den Herons-
ball (eine Art Spritzflasche) und stellte Regelndie Bereiche Vermessungskun-

* ca. 10, Alexandria de, Mechanik und Pneumatik auf. Er entwickelte aziohVerfahren zur Bestim-

+ca. 75

mung von Quadratwurzein.
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@ Wﬁj V. Reelle Zahlei- Rechnen mit Quadratwurz: KI. 8, SWA
! \y (Seite 3)

Die reellen Zahleir:

Zahlen, die sich durchicht abbrechende nicht periodiscbezimalbriche darstellen lassen, heilbes
tionale Zahlen
Rationale und irrationale Zahlen bilden zusammen\Minge dereellen Zahlen R
Beispiel:
Die Kreiszahl 7 (,Pi") ist irrational. Die genaueste Bestimmundodgte von September bis Dezember
2002 nach 600 Stunden Rechenzeit durch einen Cempuit 1 TB Arbeitsspeicher und lieferte
1.241.100.000.000 Stellen (nicht abbrechend uneé &tariode!).

Menge demnatirlichen Zahlen: N={1, 2, 3, 4, ...}

Menge deganzenZahlen: Zz={0,1,-1,2,-2, ..}
Q={2|z0Z nON}

Menge derationalen Zahlen:
R

N z @ Menge dereellenZzahlen: R=QUII

Rechengesetze fir die reellen Zahlen:

Seien hierzu a, b,[@d R.

Kommutativgesetz:. a+b=Db+ a
alb=blh

Assoziativgesetzz a+ (b+c)=(a+b)+c
alblx) = (alb) [k

Distributivgesetz. all{b + c)=ab + alt

Monotoniegesetze: a<b => a+c<b+c
a<bundc>0 => @& <blk
a<bundc<O = @&@>ble

Wurzelziehen und Quadrieren:

Unterscheide: Bei der Gleichung x2 = a ist ...
... dieLésungsmengel = {x, -x} ={ Ja, —\/5}
.. dieWurzel: x = v/a mit x= 0.

a ist hierbei immer positiv oder 0, da man beim @igsen keine negativen Werte erhalten kann!

Es bestehen folgende Zusammenhéange:

1. Fur a> 0 gilt: (Vaf =a. 2. Filr alle a gilty/a?=|d .
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a W@ V. Reelle Zahlel- Rechnen mit Quadratwurz: KI. 8, SWA

’* (Seite 4)

Beispiele:

J(-6) =|-6=6 J25x2y2=/(Bxy)’ =[5xy| =511y
JOxz+72x+144=/(3x+12)° =[3x+12 =30k +4

(‘/&)2:4”“”20 (H)2=—forxso

Multiplizieren und Dividieren:

Fur a, b= 0 gilt:
1. Multiplikationsregel: va@/b =+valb
. Ja_ [a
2. Divisionsregel: —=.,—furb#0
J Yo Vb
Beispiele:
J3E/12=+/312=+36=6 JY QfyE =4yt = y2firy=0
432 _ 432 144 Jabz _ |ab? .
Y202 - |22 = 144=12 = == =Jb2=|gfira>0
\/5 3 Ja a |d
J175=+/25[F =+/25Q/7 =50/7 \50v3=+/25[¥2 (2 [V =+/25v2[E/2v = 5vE/2v fiir v= 0

/3480000000 = /8704 [1.000000 = +/870(3/4 3/ 1000000 = v/870[211000= /8702000

Addieren und Subtrahieren:

Far alle x, y und & O gilt:

xRa+yR/a=(x+y)3/a xFa-yRa=(x-y)a

Beispiele:
Wir wissen:+/2 = 1,414. Wir wollen nun moglichst einfach berechnen:

7R/2+3RQ/2 =(7+3)R/2 =101/2 =14,14
5+2)a/2 =52 + (2 =5R/2+2=7,07+2=9,07
(V8 +v2)a/2=aw2+ (V2] =v16+2=4+2=6
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V. Reelle Zahlei- Rechnen mit Quadratwurz¢ KIl. 8, SWA
Seite 5)

Rationalmachen des Nenners:

Das Rechnen mit Wurzeltermen ist haufig einfacivenn man Wurzeln im Nenner durch Erweitern der
Briche entfernt:

a _adb _adb _adh
o s (R b

1 1Eﬂa—«/_b! a-+b ..
= = firb> Ounda2#b
a+\/E a+x/6 a—\/E az-b
1 1Eﬂx/g+\/g! Ja++/b .
= =— firab= Oundazb
a-vb (a-vb)dJa+vb] a-b

Beispiele:

3 _362 362 362 3.5 3, ,404-0101
2 J2a2 (6)2 2 2 2

1 1[(g—ﬁ) _2-43_2-43__ =~ _
2443 [2+3)d2-v3) 22-3  4-3 =2-+/3=2-1,732=0268

1 1W3++2 32 _ B
LT BT _?_\/5+\/§~1,732+1,414—3,146

firb>0

<|
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V. Reelle Zahlei- Rechnen mit Quadratwurz¢ Kl. 8, SWA

(Seite 6)

Wurzelgleichungen:

Eine Gleichung wiex + J5x-1=5 nennt marWurzelgleichung. Zur Lésung geht man wie folgt vor:
1. Forme die Gleichung so um, dass eine Wurzel adlafreiner Seite der Gleichung steht.
2. Quadriere beide Seiten der entstandenen Gleichung.
3. LOse die neue Gleichung.
4

. Fuhre eine Probe in der Ausgangsgleichung durch.

Beispiel:
Lose die Gleichungl++/17-2x =x !

Es muss geltenx < 8,%la der Radikand positiv sein muss.

1+417-2x =X | -1
N17-2x =x-1 | Quadrieren
17-2x=(xx-1)2 |T
17-2x=x2-2x+1|+2x-1
16=x2
=>Mogliche Losungen x = 4oder x=-4

Probe:

Ist1+~17-23 = 4 wahr? Istl+ \/m =-4 wahr?

1+417-2@ =1+4/17-8=1+4/9=1+3=4 1+17-2[(-4) =1+/17+8=1+/25=1+5=6
=> Die Aussagast wahr. => Die Aussagest falsch.

=> 4ist LoésungderGleichung. =>— 4ist nicht Lésungder Wurzejleichung!

=> Losungsmenge: L = {4}.
Beachte:
Das Quadrieren stekeineAquivalenzumformung dar!

Hierbei kdbnnen zusatzliche ,Lésungen” hinzukomnwia,sich bei der Probe als falsch erweisen!

Zwar gilt: a = b => a2 = b?, aber:
Es giltnicht a2 = b2 => a = b, denn zum Beispiel: 32 = (-8er 3% -3.
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VI. Die Satzgruppe des Pythagc KI. 8, SWA

Bezeichnungen im rechtwinkligen Dreieck:

Man nennt die dem rechten Winkel gegenuberliegSadie dieHypotenuse die

s beiden anderen Seiten datheten des Dreiecks.

Q. v e——"
= Die Hohe zur Hypotenuse zerlegt diese in zdggpotenusenabschnitte
Kathetensatz des Euklid:
AN * In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadratrideer Kathete flachenin-
y . N haltsgleich zu dem Rechteck aus der Hypotenusedandzur Kathete gehoren-
"l EF den Hypotenusenabschnitt:
e ' az=cp und b2=cq

Satz des Pythagoras:
In jedem rechtwinkligen Dreieck ist der Flachenihlkdas Hypotenusenquadrates gleich

der Summe der Flacheninhalte der beiden Katheteingisa

a?+b2=c?

Umkehrung des Satzes des Pythago
Wenn in einem Dreieck mit den Seiten a, b, c gt+ b2 = c2, dann ist das Dreieck rechtwinklig dat

Hypotenuse c.

Hohensatz des Euklid:
ol \* Fur jedes rechtwinklige Dreieck gilt: Das Quadrbefider Hohe ist flachengleich

» . zum Rechteck aus den beiden Hypotenusenabschnitten:

h? = pq

Pythagoras von Samos war griechischer MathematikeéAstronom.

Er begrindete im siditalienischen Kroton eine @ojihische Schule, in
welcher er sich vor allem mit mathematischen FratgmGeometrie und
der Zahlenlehre auseinander setzte.

Der nach ihm benannte Satz war bereits viele Jaldrte vor ihm ande-
ren Kulturen bekannt, so beispielsweise den Balgtan

Pythagoras von Samos
* ca. 569 v. Chr., Samos
+ ca. 475 v. Chr., Metapont
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VII. Ahnliche Figurer— Strahlensétz KI. 8, SWA

(Seite 1)

Ahnlichkeit:

Definition: ,Langenverhaltnis®

Beim Vergleich zweier Langen a und b bezeichnet denQuotienten a:b adlsingenverhaltnis.
Den Quotienten a:b liest man dann awchu b

a:b = 2:3 liest mam verhalt sich zu b wie 2 zu 3

Beachte:

Bei der Bestimmung des Langenverhaltnisses missed & die gleiche Mal3einheit haben!

Man schreibt oftmals statt dem Quotienten a:b despeechenden Bruch,.

Definition: ,Ahnlichkeit"
Zwei Vielecke F und G heil3gihnlich zueinander (in Zeichen: F ~ G), wenn sich ihrereikte so ein-
ander zuordnen lassen, daf3
(1) die entsprechenden Winkel gleich grof3 sind und
(2) man alle Seitenlangen des Vielecks G durch Muliion der entsprechenden Seitenlangen des
Vielecks F mit derselben positiven Zahl k erhélt.

Man nennt k dedhnlichkeitsfaktor .

Satz Uber die Langenverhéltnisse bei dhnlichereliadn:

(1) Wenn zwei beliebige Vielecke F und G zueinanderliérsind,
dann stimmen die Langenverhéltnisse entspreche®elezn Uber-
ein.

Das gemeinsame Langenverhaltnis ist der Ahnlickfaditor k.

(2) Wenn zwei Vielecke F und G zueinander &hnlich sdahn stim-

men das Langenverhdltnis je zweier Seiten des &ksl& und das

Langenverhaltnis der entsprechenden Seiten descke G Uberein.

r

oder2-If oderi-1 oder...
c t b s

Satz uber den Flacheninhalt bei ahnlichen Vielecken
Ist das Vieleck F ahnlich zum Vieleck G und ents®haus F durch den Ahnlichkeitsfaktor k, so ist de
Flacheninhalt des Vielecks G dann k?-mal so graf3deir Flacheninhalt des Vielecks R A kZAr.
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%—%‘i VII. Ahnliche Figuren- Strahlensét; KI. 8, SWA
R &J (Seite 2)

Die Strahlensatze:

1. Strahlensatz

Werden zwei Strahlen, die von einem Punkt ausgelanzwei Parallelen
geschnitten, so verhalten sich zwei Abschnittedmrh einen Strahl zuein-
ander wie die entsprechenden Abschnitte auf derarandstrahl:

[SA _|SH

sAl |sg

1. Strahlensatz (Erweiterung
1. Strahlensatz h\

n\
—
i% ]

Werden zwei sich schneidende Geraden von zwei [Blgralge-

glth schnitten, so verhalten sich zwei Abschnitte aufedeen Geraden

zueinander wie die entsprechenden Abschnitte aufideren Ge-

raden:
[SAl_[ S8
sA| | sH

2. Strahlensatz

Werden zwei Strahlen, die von einem Punkt ausgelmnzwei Parallelen
geschnitten, so verhalten sich die Abschnitte @uf Blarallelen zueinander
wie die vom Strahlenanfang aus gemessenen Abselanifteinem Strahl:

[SAl_[A8 [s8l _|AB
sa| |AB|"[sB| |AB|

2. Strahlensatz (Erweiterung

Werden zwei sich schneidende Geraden von zwei [Blgralge-
schnitten, so verhalten sich die vom Scheitelpanig gemessenen
Abschnitte auf der einen Geraden zueinander wieAthischnitte
auf den Parallelen:

[SAl_[A8 |sB_[AB
sAl |AB|'[sB| |AB|
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VII. Ahnliche Figurer— Strahlensétz KI. 8, SWA

(Seite 3)

Anmerkung:

Aus dem 1. Strahlensatz folgt auBerdTLﬁE% = | Slﬁ |SA| = | S§|

BB| [AA| [BB]
Umkehrung der Strahlensatze:
(1) Die Umkehrung des 1. Strahlensatzes gilt, daa&th% :% =>g]||h

(2) Die Umkehrung des 2. Strahlensatzesmyiht.

Projektionssatz Gegeben sind zwei Geraden a und b sowie eine Scimazu-
einander parallelen Geraden.

b Wenn die Parallelenschar aus der Geraden a glangel

Strecken ausschneidet, dann auch aus der Geraden b.
|A1A2| = |AAs| = |AsA4| = |AAs| = |AsAs| = |AsA]|

Zentrische Streckung:

Definition:
Gegeben sei ein Punkt Z und eine Zahl k > 0. Eewrische Streckung $x mit dem Streckzentrum
Z und dem positiven Streckfaktor kist durch folgende Konstruktionsvorschrift erkiart
(1) Wenn der Punkt P nicht mit dem Zentrum Z zusamidglt, dann erhalt man
den Bildpunkt P” wie folgt:
a) Zeichne die Halbgerade ZP. B
b) Zeichne den Punkt P” auf der Halbgeraden Ziaf® gilt: |ZP"| = kzZP|. ~
(2) Der Bildpunkt Z" von Z fallt mit Z zusammen: Z'Z.

Definition der Ahnlichkeit mithilfe einer zentrisah Streckung:

Eine Figur F heil3t ahnlich zu einer Figur G, weranndie Figur F mithilfe einer zentrischen Streckung

so vergroRern oder verkleinern kann, dass die iudfF" zu der Figur G kongruent ist.
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VII. Ahnliche Figuren— Strahlensétz KI. 8, SWA

(Seite 4)

Ahnlichkeitssétze:

o~ & Ahnlichkeitssatze fiir Dreiecke:
"' . . s . .. N
/) - B 1. Wenn zwei Dreiecke ABC und A'B’C’ in entsprechendlidinkeln Ubereinstim-
men, dann sind sie zueinander &hnlich.
Anmerkung:Dreiecke sind schon ahnlich zueinander, wennrsider Grof3e von
zwei Winkeln Ubereinstimmen.

2. Wenn zwei Dreiecke ABC und A'B'C” in entsprechendaitenverhaltnissen

Ubereinstimmen, dann sind sie zueinander ahnlich.

Historische Musteraufgabe:

Der aristokratische Kaufmann Thales von Milet istee der altesten bekann-
ten griechischen Mathematiker.
Bei einer Reise nach Agypten fragte man ihn, wiehher die Cheops-Pyrami-
de schatzte. Er erwiderte, er werde sie nicht genétsondern messen! Und
zwar folgendermalen:
Er legte sich in den Sand, um seine Korpergrof3eBanen zu markieren.
Dann stellte er sich an das FuRende des Abdruaksvartete, bis sein Schat-
' ten genau so lang war wie der Abdruck. Zu dem ZXekp muBte namlich
auch die Pyramide genau so hoch sein, wie ihr 8aiéing, und diesen konn-
te man leicht messen.

- . Falls man die Messung jedoch zu einer anderen Zafjemornehmen wollte,
Thales von Milet brauchte man nur einen Stab in den Sand zu steckeingas Verhaltnis der

*ca. 624 v. Chr., Milet giapisnge zur Schattenldnge berechnen. Dies ish@mtiutert.
+ ca. 547 v. Chr., Milet

ol

Thales stellte einen Stab senkrecht so auf, das€dde des Stabschattens
mit dem Ende des Pyramidenschattens zusammenfiel.
Er mal3 anschlief3end folgende Langen:

Lange der Grundseite der Pyramide a=230m
Entfernung des Stabes von der Pyramiadke= 125 m
Hohe des Stabes h*=3m
Lange des Schattens des Stabes s=5m

: : h S+d+7/
Mit dem 2. Strahlensatz gilt nu?]:— =tz
* S

s+d +?/
Also: h=h*3——7%2 :3mD5m+1255rr:+115m:
S

Daraus folgerte Thales, dass die Pyramide rundifdch war.

147m.
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VIIl. Bruchgleichunge! Kl. 8, SWA

(Seite 1)

Bruchterme:
Bei einemBruchterm steht die Variable x im Nenner. 2x+4 D =R \{0}

X
Fur die Variablen dirfen keine Werte eingesetztdear so 1 D =R\{
dass der Nenner 0 ergibt. x-1
Gelegentlich kann man Bruchterme mithilfe des Obstivge- 2x+ 4:§<+_4: 2+_4 D =R \{0}
setzes umformen. X X X X

Die Definitionsmenge Deiner Funktion bzw. eines Terms ist die Menger &ighlen, die man fiur die

Variable x einsetzen darf. Beispielsweise hat diekiEion f (x) :l die Definitionsmenge:
X

D =R \{0}, sprich: ,D ist die Menge aller reellen Zahlen auBer Zahl 0.”

Vereinfachen von Bruchtermen durch Kiirzen:

Term Gemeinsamdrfaktor | Gekirzter Term
in Zahler und Nenner
Xqx+3) 2o X X*+3 20
2X 2
X+3 %20 keiner Kann nicht gekirzt werden!
5x
L4,x¢0,x¢4 (x-4) 1,x¢0,x¢4
X2 —4X X
Faktorisieren:
LA’, xz0, x£4
x[{x-4)

Beachte:Vor und nach dem Kiirzen ist die Definitionsmengselbe, damit die Terme aquivalent sind!

Rechnen mit Bruchtermen:

3 2 1 w4 3x +2x+3_5x+3X

x-4 x-4 x—4 X+2 x+2 x+2'

3b+2+_2:33+2+_2 :33_+2+_2b: %?aio,bio
ab a ab ab ab ab ab

-2

X=2 x+3 _ (Xx-2){x+3) x-2
x+3d(x—5:Ex+3§§x—5;_ X- 5
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VIl . Bruchgleichunge KI. 8, SWA

(Seite 2)
Lésen von Bruchgleichungen:
Bruchgleichung: 22 _3 DefinitionsmengeD =R \{0, 2}
X X Gemeinsamer Nennek[{x-2)
2 3 o . .
£ == Eﬁ(x )2 Multiplizieren mit gemeinsamen Nenner
X-2 X
2x(x-2) _ 3x(x- 2 Kirzen
X—=2 X
2x=3(x-2) Losen
2x=3x-6 1+ 6 2
6=X
Probe: —— =§ <=> 2 :§ richtig!
-2 6 4 6

Ruckblick: Bruchrechnung

1. Kirzen und Erweitern
Kirzen bedeutet, Zahler und Nenner eines Bruches diiegdelbeZzahl zudividieren
Erweitern bedeutet, Zahler und Nenner eines Brucheslemgelberzahl zumultiplizieren
Beim Kirzen und Erweitern andert sich der Wert Bleehesicht

alt 100 10010 _10 _52 _5

Als Formel: 2 = 25 (furbz 0,c# 0) = ==
b ble 40 400 4 22 2

2. Multiplikation
Briiche werden miteinander multipliziert, indem na&hler mit Zahlerund Nenner mit Nennemultipli-

ziert.

AIsFormeI:E[—lE:E (fur b# 0,d# 0) Eﬁ:@:EB
b d b 75 706 35

3. Division

Durch einen Bruch wird dividiert, indem man mit d&@hrwertdes Bruchesultipliziert

DenKehrwert eines Bruches erhalt man dunertauschervon Zahler und Nenner.

Als Formel: 2: S =8 - 8 g0 cz0dz 0 L 2-Tp-7B_35
b d bc bl 45 49 49 36

4. Addition und Subtraktion

Man addiert (subtrahiert) Briiche, indem man:
1. die beiden Briuche so erweitert, dass sie dens@&lbener Hauptnenner) haben, anschliel3end
2. die Zahleraddiert(subtrahier) und
3. den gemeinsamen Nenrsgibehalt

Als Formel:9+E:E (firb # 0)
b b b

c
b
18,11_18+11_29  53_44_53-44_9

31 31 31 31 19 19 19 19
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