|. Quadratische Funktionen und quadratische Gleighn KI. 9, SWA

(Seite 1)

Allgemeine quadratische Funktionen:

Der Graph einer Funktion der Form f(x) = x2 heMg&irmalparabel. Der Punkt mit dem kleinsten Funk-
tionswert heiRScheitelpunkt und hat die Koordinaten S(0|0).

Der Graph einer Funktion der Form f(x) fxa— d)? + e (g 0) ist eine verschoberarabel.
Ihr Scheitel ist der Punkt S(d|e). Eine solche Barest enger (weiter) als die Normalparabel, fidls> 1
(la] < 1). Sie ist nach oben (unten) gedffnetsfalb O (a < 0).

| Beispiel:
Welche Umformungen sind nétig,
um die Parabel:

f(x) = 2,5(x — 2)2 + 1,4 aus der

Normalparabel zu erzeugen?

3 E SR i i i

(1) Wir verschieben die Normalparabel um 2 nach re@aslurch erhalten wir; = (x — 2)2.

(2) Nun strecken wir den Graphen vand.h. wir multiplizieren die y-Koordinate eineslgn Punk-
tes von f mit dem Faktor 2,5. Wir erhalten dadurch=f2,5(x — 2)2.

(3) Zuletzt verschieben wir die Funktiondm 1,4 nach oben und erhalten f.

Quadratische Funktionen:
Funktionen der Form f(x) = ax2 + bx + ¢ bzw. g(xa& — d)? + e (& 0) heiBemuadratische Funktio-

nen. lhre Graphen sind Parabeln. Die Form g(x) h8i}teitelpunktsform.

Quadratische Erganzung:
Gegeben seien f(x) = x2 + 4x + 7, g(x) = (X + 2B.4Gilt: f(x) = g(x)?
(1) Wir zeigen ,,g(x) => f(x)* durch Ausmultiplizien unter Verwendung der Binomischen Formeln.

(2) Wir zeigen ,f(x) => g(x)" durch Verwendung dguadratischen Erganzung

X2+ px +( X2+4x +7
=x2+px + (/)2 - C)2 +q =X2+4x+22-22+7
= (x +P2)2 + q = [12)? =(x+2)2+3
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Mit 120 m Zaun soll eine rechteckige Weideflache die

Ziege Alma abgezaunt werden. In welchem Abstanddem

Mauer konnten die Pfosten eingeschlagen werdenZh#&el
Weideflache steht Alma dann zur Verfigung? Weldkedie

optimale Méglichkeit?

Abstand eines Pfostens von der Mauer: a, Abstan@fdsten voneinander: b.
Flacheninhalt A =& soll moglichst grol3 sein.

Zusammenhang zwischen a und b: 2a + b = 120 mpatsb20 m — 2a.

Setzen diese Gleichung in den Flacheninhalt ein:a§120 — 2a) = —2a2 + 120a.
Wandeln die Gleichung in Funktion um: f(x) = —2X220x.

Zeichnen die Funktion. Der Scheitelpunkt liefee desuchten Werte, S(30|1800).
Somit: a=x=30m, b =120 m - 2a = 60 m => Al=1800 m>.

N o g M wDd e

Quadratische Gleichungen — Zeichnerisches Ldsen:

Beispiel:Bestimme zeichnerisch die Losungen der GleichudgX — 6 = 0!
|2 Achse (1) Lése die Gleichung nach x2 auf: x2 = —Y2x + 3.
I (2) Zeichne mit der Schablone die Normalparabel zu=#(xj.

i
i 5*% ? (3) Zeichne die Gerade zu g(x) = —%2x + 3.
i
i o (4) Suche gemeinsame Punkte von Parabel und Geradalikeié. Koor-
i i Z.‘" i dinate der gemeinsamen Punkte ab: —2 Biw.
i " 4 Acme (5)Fiihre die Probe durch.

T 4 (6) Notiere die Lésungsmenge: L = {-%Z3}.

Quadratische Gleichungen — Rechnerisches Losen:

Eine Gleichung der Form ax? + bx + ¢ = G48) heil3tallgemeine quadratische Gleichung

Zur Lésung dividieren wir beide Seiten durch a ¢meren®) und erhalten x2 + px + q = 0.

Diese Gleichung hat ...

2 2
.. die Lésungerx, =—§+1}[gj -q; X, =—g— [gj -q, fallsf/)2-q>0.

... die Losung x ="b, falls f/2)2—q = 0.
... keine Losung, fall§/§)2 — q < 0.
Der Term {/,)2 — q heiBDiskriminante .
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Anwendungen:

Eine Schulklasse erhélt fur eine Fahrt 350 €. Detrdd) soll gleichmaRig auf alle Schiler verteiltaesn.
Am Tage der Abreise waren drei Schuler krank. Deld@rhohte sich der Zuschuss fur jeden Schiler um

1,5 € gegenuber dem urspringlich errechneten Bébesggimme die Anzahl der Schuler der Klasse!

(1) Variablen einfuihren:
Anzahl der Schuler: x mitbN\{1, 2, 3}.

(2) Gleichung aufstellen:
Anzahl der Fahrtteilnehmer: x — 3
Zuschuss fiir jeden der x Schiiler urspriingfith
Zuschuss fiir jeden der x — 3 Fahrtteilnehmtséchlich**%,_; bzw.**%, + 1,5
=> Gleichung®Y, + 1,5 =%, 5
(3) Gleichung losen:
Lésungsmethode: Quadratische Erganzung odéopgel!

=> 350 + 1,5x 2%, 3=>1,5x2 - 4,5x — 1050 = 0 => x2 — 3x — 700 = 0
=>x =%/, + 26,5 => L = {-25; 28}

(4) Sinnvolles Ergebnis angeben:
Die Klasse hat 28 Schiiler.

Satz von Vieta:
Satz von Vieta:

Gegeben ist eine quadratische Gleichung der Formpx2+ q = 0.
X1 und % sind genau dann Lésungen dieser Gleichung, wdhixgit x, = —p und x- X = Q.
Der Term x2 + px + q lasst sich dann als ein Prodek Form (x — ¥- (X — %) schreiben.

Francois Vieta war franzosischer Jurist und Mathéwa

Vietas erste wissenschaftliche Abhandlung war etobrift Gber Geographie,
Astronomie und Erdmessung. Dann widmete er sichtdgonometrischen Funk-
tionen. In einem weiteren Werk fihrte er feste Bdmaungen fur bekannte Gro-
Ben, unbekannte GrofRen und Potenzen ein, was gralBdluss auf andere
Mathematiker hatte.

Bekannt ist der Satz von Vieta Uber die Zerlegharan quadratischen Termen in
% ein Produkt, wobei das Produkt aus den Linearfaktgebildet wird, in denen die
FranCOIS Vleta Lésungen der quadratischen Gleichung enthalten sind

* 1540, Fontenay
+13.12.1603, Paris

© 2007-2011 Thomas Wilhelm Schwarzer, Ernst-Lud®aiule Bad Nauheim



|. Quadratische Funktionen und quadratische Gleighn KI. 9, SWA

(Seite 4)

Besondere Gleichungen:

a) Bruchgleichungen:

I.  Gib eine einschrankende Bedingung an.
ii.  Bestimme den Hauptnenner aller Terme.
iii.  Multipliziere die Gleichung mit dem Hauptnenner wigize so weit wie moglich.
Iv. ~ Mache die Probe.
Beispiel:Siehe Anwendungen.

b) Wurzelgleichungen:

Bestimme die Lésungsmenge der WurzelgleichMrgy5x—1=5!
i.  Forme die Gleichung so um, dass eine Wurzel aflafreiner Seite steht.
X+4/5x-1=5 => 5x-1=x-5

ii.  Quadriere beide Seiten der Gleichung.

(V5x=1f = (x5 =>5x — 1= x2— 10x + 25

iii.  LOse die quadratische Gleichung (oder wiederhogepenenfalls Schritt (1)).
=>x2 - 15X+ 26 =0=>xTL+ ", =>x=2,%=13

iv.  Mache die Probe.
2 erfullt die Wurzelgleichung, 13 nicht. => L = {2}

c) Biguadratische Gleichungen:
Eine Gleichung der Form ax bx2 + ¢ = 0 (& 0) heitbiquadratische Gleichung
Man kann sie auf eine quadratische Gleichung zdiilickn, wenn man x2 durch z und sonit x

durch z2 ersetzt. Dieses Verfahren h&Qbstitution.
Beispiel:Bestimme die Lésungsmenge vort 2x3x2 — 20 = 0!
I.  Ersetze x2 durch eine neue Variable z.
X2=z=>272-32-20=0.
ii. Lose die neue Gleichung.
=>722-3,7-10=0=>23, +¥,=>27=-25:2=4
iii.  Mache die Substitution ,rickgangig".
X2=z,=-25=>L,={}

}=>L ={-2;2}
x2=z,=4=>L,={-2;2}
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Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck:

Einfuhrung der Begriffe:
In einem rechtwinkligen Dreieck nennt man die dexhten Winkel ge-
genuberliegende Seite ditypotenuse die beiden anderen Seiten d

Katheten des Dreiecks.

genkathete von o

O

Die einem spitzen Winkat gegeniberliegende Kathete heB&genka-

Ge

thete, die ana angrenzende Seifenkathete.

Ankathete von o

Definition:
Ist a ein spitzer Winkel im rechtwinkligen Dreieck, seta man:

Gegenkathete voa
Hypotenuse

sin(a) = (lies: Sinusvona)

co s( ) Ankathete voro

(lies:Kosinus vona)
Hypotenuse

Gegenkathete voa
Ankathete voror

tan(a) = (lies: Tangensvona)

Beziehungen:

(1) cosx = sin(99-a ) smm= cos(®0a )
sina
cosa

(2) tana =

(3) si®* casz 1

Definition von Sinus, Kosinus und Tangens am Eiskiais:

Gegeben sei der Winkel. Der Erstschenkel von sei der positive

e

Teil der 1. Achse. Der Zweitschenkel schneide Harheitskreis im ']
Punkt P(x]y). Dann wird definiert:

sina =y cog = X

(B) (C)
l i%x; ¥ / %\
3 s . 1

tan (o)

sin (o)

(V1 ,ﬂ” . X

Cos 0 1
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Spezielle Winkelwerte:
a 0° | 30° 45° 60° | 90°
sina | 0 | 3 2 | 31
cosa | 1 | 243 | V2 3 0
tana | O %\/5 1 J3 _
Trigonometrie an beliebigen Dreiecken:
Typ Gegeben Gesucht
SWW |a,B,c y=180°—-¢ +P) azc@'_na b:cﬁl_n’g
siny siny
SSWe |a>ba sin,B:EDsina y=180"-¢ +) c=alV
a sina
SSW |a<b,a b y=180° - & + ) __.siny
sm,B—aEisma (evt. 2 Lésungen!) | €~ <ing
sinB <1 => 2 Ldsungen (evt. 2 Losungen!)
sinB > 1 = > keine Lsg.!
SWS |a, by c=./a?+ - 2abltoy sina =2 iny B=180°—(@ +Y)
C
24 02— 32 — o _
SSS |a,b,c cosazb +C2— & sinﬁzEE‘sina y=180° - € + )
2bc a
Sinussatz

In jedem Dreieck ist das Verhaltnis der Ldngen pwé&reiecksseiten gleich dem Verhéltnis der Sinus-

werte der gegenuberliegenden Winkel:

b

a_sina b _sing c _siny
b sing c siny a sina
Kosinussatz

In jedem Dreieck ABC gilt:

C

¢ B A & B A = B

a2 = b2+ c2- 2bd oy b2 = c2+ a2- 2cad tosfB c?= a2+ ?- 2abltoy
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Potenzen mit ganzzahligen Exponenten:

Ein Produkt aus lautgleichen Faktorenschreibt man kurz aRotenz

a"=—al@b.[&
\—\/_—J

n Faktoren

Hierbei nennt man a digasisund n derExponenten

Man definiert auRerdem fliR: a' =a d=1furaz0 a’ :a—lnfi]r a0

Potenzgesetze

1. Multiplikation bzw. Division von Potenzen migigher Basis:
d"- d =d"" fur adR, mOZ, nOZ d":d'=d""fur dJR, az 0, mlZ, n0Z
2. Multiplikation bzw. Division von Potenzen migighen Exponenten:

d - 0= (a- b)fir alR, bOR, n0Z —:[%j fiir aJR, bOR, b# 0, 0Z

3. Potenzieren von Potenzen:

(") =a™ fiir a0R, mOz, n0Z

n-te Wurzeln:

Gegeben sei eine ZahkaD. Falls man a als n-te Potenz einer nicht-negatXahl x schreiben kann, d.h.

x" = a, so heildt x dia-te Wurzel von a. Man schreibtx = %a .

Die Zahl n heil3t dewurzelexponent die Zahl a unter dem Wurzelzeichen h&@atikand.

Potenzen mit rationalen Exponenten:

Fura > 0, mZ und rON, n#0 gilt: a” =¥a™.

1
Fur m =1 erhalten wir als Spezialfadl" = Ya.

Alle Potenzgesetze gelten somit auch fur Potenzerationalen Exponenten.
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Anzahl an M6glichkeiten:

Zieht man aus einer Urne mit n Kugeln insgesamugedn, so gilt:
(1) Unter Beachtung der Reihenfolge:

a) Mit Zuriicklegen:n* Méglichkeiten

|
b) Ohne Zuriicklegenn[{n-1) 0.0 n— k+ 1) :LI = nPr Mdglichkeiten

(n-k)!
(2) Ohne Beachtung der Reihenfolge (,Ziehen mit eineiff

n!

n
" = =nCr Mdoglichkeiten
(n-k)d  (k

Bernoulli-Experimente und Binomialverteilung:

Ein Zufallsexperiment, bei dem man nur zwei Ergsbai(z.B. Erfolg oder Misserfolg) betrachtet, nennt
manBernoulli-Experiment.
Wird ein Bernoulli-Experiment n-mal ausgefuhrt umat das Ergebnis ,e“ stets die Wahrscheinlichkeit p

so ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ,e" gekanal auftritt:

P(k-male") = @ P i-p)™  (O<ks<n)
Die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten bei Berdisbkperimenten hangt stark von dem Binomialkoef-
fizienten (E] ab. Man spricht daher auch von eiBamomialverteilung.

Der Binomialkoeffizient wird folgendermal3en berechné{;:) = ( nk!)lml , wobei n! das Produkt der gan-
n — K)ILK!

zen positiven Zahlen von 1 bidHakultat genannt wird: n! = I2 [B .. Ch mit O! = 1.

Jakob Bernoulli, Mathematiker, erweiterte mit Jan&ernoulli die Infinitesimal-
rechnung. Sein Werk ,Analysia magni problematiapsrmetrici* von 1701 gilt
als erster Schritt zur Variationsrechnung.

Er fuhrte auch Zufallsversuche mit genau zwei Jaestenen Ergebnissen durch.
Zum Beispiel das Werfen einer Minze (Kopf, Zahl)iféIn (Eins, keine Eins),
und &hnliches.

Er gilt als Begrunder der Wahrscheinlichkeitstheori

Auch Jakobs Bruder und dessen Sohn waren als Mathemntatig.

Jakob Bernoulli
* 27.12.1654, Basel
+ 16.08.1705, Basel
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Potenzfunktionen der Form-e x":

Definition:
Eine Funktion x— x" mit nJ N hei3tPotenzfunktion (n-ten Grades)
Fur n > 1 nennt man ihren Graphearabel (n-ter Ordnung).

Eigenschaften:

XreX° Xeex? y
Xre X xre X T
1+
e w P R e
=1 S+
f: x — x" mit geraden Exponenten n: f: x> x" mit ungeraden Exponenten n:
1. Fir alle x ist f(x}> 0. 1. Fur alle x> 0 ist f(x)> 0, und fur alle x < 0 ist
Der Graph verlauft ,,oberhalb” der x-Achse. f(x) <O.
2. Fur alle x ist f(—x) = f(x). 2. Fur alle x ist f(—x) = —f(x).
Der Graph ist symmetrisch zur y-Achse. Der Graph ist symmetrisch zu O(0|0).
3. Fur alle %, X, < 0 gilt: Wenn x < x; ist, dann ist3. Fur alle %, x; gilt: Wenn % < X ist, dann ist
f(x1) > f(x2). Man sagt: f(x1) < f(x2). Man sagt:
fist fur x < 0 streng monoton fallend f ist Uberallstreng monoton steigend
Fur alle %, X2 > 0 gilt: Wenn % < x, ist, dann ist
f(x1) < f(x2). Man sagt:
fist fur x> 0 streng monoton steigend
4. Alle Graphen haben die Punkte (0]0), (1|1) [dndAlle Graphen haben die Punkte (0[0), (1|1) und
(-1|1) gemeinsam. (-1]-1) gemeinsam.
5. Der kleinste Funktionswert ist 0.
Der ,tiefste* Punkt S(0|0) heil3t Scheitel.

Alle Eigenschaften (auBer 4.) gelten auch fur Famen f: x— ax" mit a > 0 und ihre Graphen.

Allgemeine Form einer Parabel:
Der Graph einer Funktion der Form f(x) 6@ d)' + e (a# 0) ist eine verschoberarabel.
Ihr Scheitel (flir gerade n) bzw. Symmetriepunkt (fiigerade n) ist der Punkt S(d|e).

Potenzfunktionen der Form-e x™

Erweiterung der Definition:

Eine Funktion x> X" mit n0 N, n# 0 hei’t ebenfall®otenzfunktion.

Fur n> 1 nennt man ihren Graphétyperbel.
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X

T

L I
-3 ) o | 0 | ]

f: x — x™" mit geraden Exponenten n: f: x> X" mit ungeraden Exponenten n:

1. fist fir x = 0 nicht definiert. 1. fist fur=x O nicht definiert.

2. Nahert sich x der Zahl Null, so wird f(x) imme:. N&hert sich x mit x <0 (x > 0) der Zahl Nulg s
groler. wird f(x) immer kleiner (grol3er).

3. Wird |x| immer groRRer, so nahert sich f(x) imn8rWird |x| immer gro3er, so nahert sich f(x) immer
mehr der Zahl 0. mehr der Zahl 0.

4. Fur alle x mit x~ 0 ist f(—x) = f(x). 4. Fur alle x mit %~ 0 ist f(—x) = —f(x).
Der Graph ist symmetrisch zur y-Achse. Der Graph ist symmetrisch zu O(0|0).

5. fist fir x < 0 streng monoton steigend, und|5. f ist fir x < 0 und fir x > 0 jeweils streng
x > 0 ist f streng monoton fallend. monoton fallend.

6. Alle Graphen haben die Punkte (1|1) und (+H1Rnlle Graphen haben die Punkte (1|1) und (-1|-1)
gemeinsam. gemeinsam.

Alle Eigenschaften (auer 6.) gelten auch fur Fionlen f: x— ax™" mit a > 0 und ihre Graphen.
Die x- und die y-Achse heiRexsymptoten der Graphen von x> X

Allgemeine Form einer Hyperbel:
Der Graph einer Funktion der Form f(x) @ d)" + e (a 0) ist eine verschobertyperbel.
Der Schnittpunkt der beiden Asymptoten ist der R@{|e).

Umkehrfunktion; Funktionen der Form-¢ X2

Definition:

Kehrt man bei einer Funktion f die Zuordnungsricigtwm, so erhalt man digmkehrung von f.

Ist diese Umkehrung wieder eine Funktion, so nenah die durch Umkehren entstandene Zuordnung

die Umkehrfunktion von f. Sie wird mit f* oder T bezeichnet.

Beachte:

(1) Man erhalt den Graphen der Umkehrfunktion f*, indexan den Graphen der Funktion f an der Win-
kelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten spiegelt.

(2) Die Umkehrung von f: x> x2 mit D = R ist keineFunktion, da die Zuordnung niceindeutigist. Ist

D = R}, so ist die Umkehrung eine Funktion f*=x Vx.
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V. Potenzfunktionen KIl. 9, SWA

Satz:

Eine Potenzfunktion f: x> x" mit nO N, n# 0 und der Definitionsmenge ~—.

D = {x | x 0 R und x> 0} ist umkehrbar.

Ihre Umkehrfunktion ist die Funktion f: x> x» bzw. Ux mit der Defi- .|

nitionsmengé® = {x | x J R und x> 0}

Beispiel:

(Seite 3)

11T
A'R]

T I 1. Achse
B — - + : + + -
=1.0 1 2 3 4 5 6

Die Funktion f: x— x2 + 1 mitD = R ist umkehrbar. Bestimme den Term der Umkehrfumktio

(1) Schreibe die Funktion auf:
(2) Schreibe die Gleichung der Funktion auf:

(3) Lose nach x auf:

(4) Vertausche x und y:
(5) Gib die Vorschrift der Umkehrfunktion an:

Potenzgleichungen:

Definition:

»*% Xx2+1

y=x2+1
y—1:x2:>x\7éy_—1
yIx-1
VX1

Eine Gleichung der Forni'x a mit nO N, n > 1 heiRPotenzgleichung

Die Losungsmenge einer Potenzgleichung bestimmt gnaphisch oder rechnerisch genau wie bei den

guadratischen Gleichungen.
Eigenschaften:

Furgerade Exponenten n gilt:

Flungerade Exponenten n gilt:

Eine Gleichung der Forn'x a hat
- keine Losung, fallsa <0
- die einzige Losungx =0, fallsa=0

- genau zwei Losungen, falls a > 0.

Ist a > 0, so hat die Gleichung die Lésun

xlzﬂ/a und x,= -Ya.

Eine Gleichung der Form"x= a hat eine einzige
Losung, denn der Graph vonr' schneidet die x-

Achse nur einmal.

Ist a> 0, so lautet die Ldsung:{‘/a.

Ist a <0, so lautet die Losungr —\/H.
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Pyramide:
Die Pyramidewird von einem n-Eck al&rundflacheund von n Dreiecken

alsMantelflachebegrenzt.

Volumen der Pyramide: |V :%[GEh

Oberflache der Pyramide:O =G+ M|

G = Grundflacheh = KdrperhoheM = Mantelflache

Dreiseitige Pyramide: Vierseitige Pyramide: Sechsseitige Pyramide:

Kegel:
Ein Kreiskegelwird begrenzt von einer Kreisflache und von eigekrimmten

Flache, die abgewickelt einen Kreisausschnitt @dtst

Volumen des Kegels: [V :%DrErZ[Ih

Oberflache des Kegel

r = Radius des Grundkreisdsz= Korperhohes = Mantellinie

Kugel:
EineKugel entsteht, wenn man einen Kreis um einen seinectibonesser als Ach-

se rotieren lasst.

Volumen der Kugel: |V :gmm

Oberflache der Kugel:|O =4Lrli2

Satz des Cavalieri:

Zwei Korper mitgleich grof3en Grundflachemndgleicher Hohehaben dann gleiches Volumen, wenn ir-

gendwelche&chnitte die parallel zur Grundflachen gleichen Abstanden von dieser durch die Kogeer

legt werdengleich grof3e Schnittfigureergeben.
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VIl. Trigonometrische Funktionen KI. 9, SWA

Definition: Ahoctes

Die Funktiona — sina ; __ \ . Achse
heiRtSinusfunktion 7200 540 -360°  -18¢° "}00 1806 360° 540° 700
Die Funktiona — cosa

heitKosinusfunktion. 1‘3' A

Definitionsbereich ist je- T S
weils die ganze x-Achse. / /%" \-540°/ -360° '\ ~180%/ lo N 180°/ 360° \ s540°/ 7307

Eigenschaften:

(1) Sinus und Kosinus haben eiReriode von 360°, d.h. es gilt:
sina = sin(a +k[1360) und cas= c¢e+kO 390 fiir akEZ .
(2) Der Graph der Sinusfunktion igtinktsymmetrisch zum Koordinatenursprung: sin(—a) =-sina .
(3) Der Graph der Kosinusfunktion iathsensymmetrisch zur 2. Achsecos(-a) = coga).
(4) Fur alle WinkelgroBen gilt: sina = co{a - 96) und caz= s{@+ 9p(Verschiebung.
(5) Es gilt:  sin(180 —a )= six sin(360 —a )=- six
cos(180-a)=- cos cos( 360-a) = cos .

Tangensfunktion: A2 Acke 1
Die Funktiona — tana heil3t Tangensfunktion fur alle a mit |
a#90°+k[180 ;kOZ.

[ 1 / / /

I / / 3 I/ 1 A e
Die Tangensfunktion hat eine Periode von 180°, d. 2 7 %/ 3% 21 Achse

90° / 90°  A80° 270° A60°
tana = tan(a +k 0180) fiir allkOZ. Lt /

Der Graph der Tangensfunktion minktsymmetrisch zum Ko- “1

ordinatenursprung. Es gilt: tan(-a) = - tano . | E

Additionstheoreme:

Fur alle Winkela ung3 qilt:

sin(a +B) = sina dcoB+ cogOsif  s@-B)= sind cfs- a8 An
cog(a+pB) = cozrOcog~ sialsii cfs-p)= s ¢ds @il Bin

+ —_
tana + tang ta r(a— ,8) _ tam ta
1-tana (tanB ¥ taw O taff

tan(a + B) =
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VIll. Exponential- und Logarithmusfunktionen KI. 9, SWA

(Seite 1)
Wachstumsvorgange:
Lineares Wachstum: Exponentielles Wachstum:
‘ 2. Achse

+\I- i EEET . tintied ttoth shdler bl sheiva treled sihs o-bulerl el bedod-wloodn fetord vl

dd]

+1 #1 | “1 #1
Ein Wachstum heif3inear, wenn gilt: Ein Wachstum heif#xponentiel, wenn gilt:
Nimmt die 1. Grol3e um 1 zu, so wachst die 2. Giimmt die 1. Grof3e um 1 zu, so wachst die 2. Gro-
3e jeweils um einteste Wachstumsrate d 3e jeweils mit einenfesten Wachstumsfaktor q
Fur d > 0 bzw. g > 1 spricht man vdnnahme, fir d < 0 bzw. 0 < q <1 voAbnahme.

Eineprozentuale Zunahmeentspricht immer exponentiellem Wachstum!

Exponentialfunktionen:

Definition:
Funktionen der Form % b* fiir b > 0 und I3 1 nennt marExponentialfunktionen.

Sie sind fur alle reellen Zahlen x definiert, ifimenktionswerte sind stets positiv.

Eigenschaften der Exponentialfunktionxb®:
1. Ist b > 1, so ist die Funktion x> b* tberall e R AR

streng monoton wachsend.
Ist 0 < b < 1, so ist die Funktion b* Gberall |
streng monoton fallend. :
2. Alle Graphen von x- b* gehen durch die Punkt - 8 S SR
(012), (Llb) und (-1). i
3. Die Graphen von x> b* und x— ()" liegen | ‘
symmetrisch zur y-Achse. i
4. Farf: x— bqilt: f (u + v) =f(u)- f(v).
5. Die x-Achse ist Asymptote des Graphen.
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VIll. Exponential- und Logarithmusfunktionen KI. 9, SWA

(Seite 2)

Logarithmen:

Definition:

Die Gleichung b= a besitzt fur b > 0, # 1, a > 0 genau eine reelle Zahl als Lésung. Maeishnet sie
alsLogarithmus von a zur Basis bund schreibk = log, (a).

Kurz: log, (a) = x <=>B = a.

Beachte:
1. Logarithmieren und Potenzieren und heben sich cpsiim auf:
logp (b°) = x und F* @ = 3.
2. Logarithmen zur Basis 10 nennt méashnerlogarithmen. Oft schreibt man kurz:
logio (a) =Ig (a).
3. Im Taschenrechner bezeichnlkeg, den Zehnerlogarithmusln,® steht furnaturlicher Logarithmus .

Logarithmusfunktion:

Definition:
Die Logarithmusfunktion x — log, (X) (b > 0, b# 1) ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion

x — b, Sie ist nur fur positive x-Werte definiert und laés Funktionswerte alle reellen Zahlen.

Eigenschaften der Logarithmusfunktiorxlog, (X):

1. Istb > 1, so ist die Funktion log, (x) Uberall streng monotor . = "1 | A2/A¢hse /1

. T31 13282 EEEN I0INT 2RI EEEA LS
i3 . 1122

wachsend. HE T b
{ } HPIsv

e
1T 2

Ist 0 < b <1, so ist die Funktion- log, (x) Uberall streng mo- ; FEE

noton fallend.

2. Alle Graphen von x> logs (x) gehen durch den Punkt (1/0). ~ 7* 3 -2

3. Die Graphen von %> log, (x) und x— logu, (X) liegen symme- ; i

trisch zur x-Achse.

4. Die y-Achse ist Asymptote des Graphen.

Regeln fur das Rechnen mit Logarithmen:
Seienu >0,v >0, b>0,71. Dann gilt:
(1) log, (uv) =log, (u) + log, (V)

(2) log, (u:v) =log, (u) — log, (v)

(3) log, (U) = rlogs (u)
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